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La QCD et son histoire : partons d’un bon pied!‖
P. Aurenche1
1. Laboratoire d’Annecy-le-Vieux de Physique The´orique LAPTH, ∗
B.P. 110, F-74941 Annecy-le-Vieux Cedex, France
Re´sume´
On pre´sente d’abord tre`s brie`vement les mode`les d’interactions fortes des anne´es ’60-
’70. On de´crit ensuite les diffe´rents ingre´dients qui constituent ce qu’il est convenu
d’appeler la Chromodynamique Quantique (QCD) perturbative : mode`le des partons,
le lagrangien QCD, liberte´ asymptotique, violations d’invariance d’e´chelle. On mentionne
enfin quelques applications de la QCD perturbative.
Abstract
The strong interaction models of the years 1960-1970 are briefly presented. The basics
of perturbative Quantum Chromodynamics (QCD) are then introduced: parton model,
the QCD lagrangian, renormalisation, asymptotic freedom, scaling violations. Some phe-
nomenological applications are discussed.
LAPTH-Conf-1151/06
‖Cours a` l’Ecole Joliot-Curie de Physique Nucle´aire 2005, Maubuisson.
∗UMR5108 du CNRS, associe´e a` l’Universite´ de Savoie.
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Je remercie le comite´ d’organisation pour le titre plein d’humour sur un sujet tre`s a` la
mode cette anne´e. La suite de l’expose´ n’est pas a` la hauteur et aucune trace d’humour
ne peut y eˆtre de´cele´e.
La proble´matique que l’on conside`re dans ces notes est la suivante : comment de´crire
l’interaction (forte) a` haute e´nergie de particules telles que le proton ou le neutron, qui
sont des objets e´tendus ou composites, a` l’aide de quanta e´le´mentaires, pontuels, les
quarks et les gluons, dont la dynamique est donne´e par le lagrangien de QCD. De plus,
comme l’approche perturbative en the´orie des champs est un outil bien connu et efficace
pour calculer des observables (cf le succe`s de l’Electrodynamique Quantique (QED)) est-il
possible de de´crire cette interaction forte par la the´orie des perturbations? On verra que
ceci est possible sous certaines conditions.
Apre`s avoir rapidement rappele´ les mode`les pre´-QCD en vogue pour d’e´crire la struc-
ture du nucle´on (mode`le des quarks) et la diffusion a` haute e´nergie (poˆles de Regge et
mode`les duaux) on se tourne vers le mode`le des partons na¨ıf (le titre oblige!) sur lequel
repose la QCD perturbative. L’invariance de jauge et le lagrangien QCD font l’objet
de la troisie`me section, suivie d’une pre´sentation succinte de la renormalisation et de ses
conse´quences (couplage mobile et liberte´ asymptotique de QCD). La violation d’invariance
d’e´chelle des distributions de partons dans les hadrons est ensuite discute´e avant de con-
clure par quelques applications a` la diffusion hadronique a` haute e´nergie. Il existe de tre`s
nombreuses revues et livres sur la Chromodynamique Quantique [1, 2].
1 Les interactions fortes : e`re pre´-QCD
Au de´but des anne´es 1930, les noyaux apparaissent forme´s de protons et de neutrons.
Ces derniers sont conside´re´s, avec l’e´lectron, comme les constituants e´le´mentaires de
la matie`re. La dimension caracte´ristique du noyau d’un atome est de l’ordre de 10−14
me`tre. La quatrie`me particule fondamentale est le photon, me´diateur des interactions
e´lectromagne´tiques.
Le pion a e´te´ imagine´ par Hideka Yukawa en 1935, pour expliquer la cohe´sion du noyau
des atomes qui aurait duˆ se de´sinte´grer sous l’effet de la force e´lectromagne´tique re´pulsive :
le pion est le porteur de la force nucle´aire forte qui lie protons et neutrons. Sa masse e´tait
estime´e a` 200 me. Il a e´te´ observe´ en 1947 a` Berkeley par C. Powell et al
†. L’interaction
entre proton, neutron, pion est dite forte par opposition aux autres interactions identifie´es :
e´lectromagne´tique et faible sans parler de l’interaction gravitationnelle.
La fin des anne´es 1940 et les anne´es 1950 voient le de´veloppement des acce´le´rateurs
de particules (synchrocyclotron, puis synchrotron) avec, en particulier, le Bevatron a`
Berkeley (e´nergie de 6,2 GeV) qui permet la de´couverte de l’antiproton et de re´sonances,
particules a` courte dure´e de vie. Les grands acce´le´rateurs ont e´te´ par la suite les principaux
instruments de de´couverte en physique des particules‡.
†La masse du pion est 140 MeV, soit 275 fois la masse de l’e´lectron.
‡Actuellement en fonctionnement : collisionneurs proton-antiproton de Fermilab a` 1,96 TeV dans le
centre de masse, proton-proton du CERN (LHC) a` 14 TeV a` partir de 2007 ; e´lectron-proton de DESY,
Hambourg (HERA) a` 310 GeV ; e´lectron-positon de KEK, Japon (KEKB et collaboration Belle) et
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Au de´but des anne´es 1960 on avait de´couvert une centaine de particules e´le´mentaires
sensibles a` l’interaction forte : les hadrons. Ces particules sont re´parties en deux cate´gories :
– les baryons (lourd) dont le prototype est le proton ou le neutron : ce sont des particules
de spin demi-entier : 1/2, 3/2, .... Comme exemple de re´sonance on peut citer le baryon
∆, de spin 3/2, se de´sinte´grant en un proton et un pion ;
– les me´sons (moyen) dont le prototype est le pion : particules de spin entier 0, 1, ....
Comme exemples, on peut citer les me´sons ρ et ω de spin 1.
Vu leur nombre croissant, il e´tait clair que ces hadrons ne pouvaient plus eˆtre con-
side´re´s comme ”e´le´mentaires”. D’autre part, un certain nombre d’expe´riences de diffusion
montraient que le proton n’e´tait pas ponctuel mais avait une extension spatiale de l’ordre
de 10−15 me`tre.
Pour essayer d’e´tablir un certain ordre dans l’accumulation des donne´es expe´rimentales,
deux approches comple´mentaires ont e´te´ suivies. La premie`re a consiste´ a` classer les
hadrons c’est a` dire a` en faire la spectroscopie. L’e´chelle d’e´nergie caracte´ristique associe´e
est de l’ordre de la masse des hadrons, soit approximativement le GeV§. Les dates et les
re´sultats importants sont :
– 1961-1962 : la voie octuple ou eightfold way fonde´e sur le groupe de syme´trie SU(3) (de
saveur) par Y. Ne’eman [3] et M. Gell-Mann [4] ;
– 1964 : le mode`le des quarks propose´ inde´pendamment par M. Gell-Mann [5] et S. Zweig¶[6].
Le mode`le des quarks est une re´alisation explicite de la syme´trie SU(3) de saveur.
L’autre approche suivie consiste a` faire des expe´riences de diffusion aux plus hautes
e´nergies possibles pour casser le hadron et libe´rer, s’ils existent, ses constituants. C’est
cette queˆte d’e´nergie toujours plus e´leve´e qui motive la construction d’acce´le´rateurs, puis
de collisionneurs toujours plus puissants. Du point de vue the´orique, deux voies ont e´te´
suivies :
– dans les anne´es 1960-1970, la ”matrice S” et les poˆles de Regge [7], qui permettent de
comprendre les collisions avec petits transferts d’e´nergie [9] ;
– le mode`le des partons par J.D. Bjorken [10] et R.P. Feynman [11], formule´ en 1969-
1972, faisant suite a` la de´couverte, en 1968, de la structure granulaire du proton dans la
diffusion ep a` l’acce´le´rateur line´aire du SLAC par Friedman, Kendall, Taylor et al. [12].
Les mode`les de hadrons construits a` partir des e´tudes de spectroscopie et diffusion
a` haute e´nergie sont maintenant unifie´es dans une the´orie unique, la Chromodynamique
Quantique (QCD), dont les bases ont e´te´ e´tablies dans les anne´es 1970 et 1980 avec la
participation de tre`s nombreux physiciens. On peut dire, en sche´matisant, que la spec-
troscopie et la diffusion a` haute e´nergie a` grand transfert correspondent a` deux re´gimes
diffe´rents de la Chromodynamique Quantique : non perturbatif (voir le cours d’O. Pe`ne)
dans le premier cas et perturbatif dans le deuxie`me. La QCD fait l’objet de tre`s nom-
breuses recherches, le but e´tant de calculer a` partir d’un ensemble unique de parame`tres
de base de la the´orie la quantite´ phe´nome´nale d’observables expe´rimentales. Sera t-elle
un jour prise en de´faut?
de SLAC (PEP-II et collaboration Babar) a` 11 GeV, sans oublier le LEP au CERN a` 209 Gev qui a
fonctionne´ jusqu’en 2000.
§Dans ces notes, les conventions habituelles sont syte´matiquement utilise´es, soit ~ = c = 1, de sorte
que la masse, l’impulsion et l’e´nergie ont la meˆme dimension que l’on exprime en MeV ou en GeV.
¶dont le papier n’a jamais e´te´ publie´ sans doute pour cause de trop grande originalite´.
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1.1 La ”voie octuple”
Au de´but des anne´es 1960, Ne’eman et Gell-Mann proposent inde´pendamment une clas-
sification des hadrons qui apparaissent comme e´le´ments de repre´sentations d’un groupe
de syme´trie. Ce groupe, SU(3), est une ge´ne´ralisation du groupe de syme´trie d’isospin
introduit par W. Heisenberg en 1932 pour exprimer le fait que l’interaction forte ne
distingue pas le proton du neutron : ces derniers sont les deux e´tats d’une meˆme par-
ticule, le nucle´on. Par analogie avec le spin, le nucle´on d’isopsin 1/2 peut eˆtre dans
un e´tat d’isospin ”up” (I3 = 1/2, proton) ou d’isospin ”down” (I3 = −1/2, neutron).
L’interaction forte ne peut distinguer ces deux e´tats ce qui s’exprime mathe´matiquement
par l’invariance sous une rotation dans l’espace d’isospin, en conse´quence de quoi l’isospin
est un nombre quantique conserve´. Le groupe d’invariance associe´ est SU(2). Le nucle´on
appartient a` la repre´sentation fondamentale 2. Quant au pion (pi+, pi0, pi−) il appartient
a` la repre´sentation adjointe denote´e 3.
Avec la de´couverte expe´rimentale des particules ”e´tranges” apre`s 1947 et l’introduction
d’un nouveau nombre quantique conserve´, l’hypercharge Y = S + B (S le nombre
d’e´trangete´, B le nombre baryonique), e´galement relie´e a` la charge e´lectrique Q par la
relation Q = I3 + Y/2, on peut naturellement introduire le groupe d’invariance SU(3)
et classer les hadrons dans les repre´sentations de ce groupe. Les hadrons d’un meˆme
multiplet ont les meˆmes spin, parite´, parite´ C mais ils se distinguent par la valeur de leur
hypercharge et leur composante d’isospin. On observe que les me´sons peuvent eˆtre classe´s
dans les repre´sentations singulet 1 ou octet 8 alors que les baryons sont tous dans les
repre´sentations octet 8 ou de´cuplet 10. Des exemples de multiplets sont donne´s dans la
fig. 1 (1 et 8 des me´sons pseudos-scalaires) et la fig. 2 (8 du proton et 10 du baryon ∆
de spin J = 3/2).
La syme´trie SU(3) que l’on vient de discuter est dite syme´trie de saveur. Cette
syme´trie n’est pas exacte, en particulier parceque les particules d’un meˆme multiplet
n’ont pas la meˆme masse (mpi− ∼ 139, 5702 MeV, mK ∼ 493, 68 Mev). On peut noter que
la syme´trie SU(2) d’isospin est e´galement brise´e, mais dans des proportions moindres, no-



















Figure 1: Le nonet du pion, JPC = 0−+, de spin 0, de parite´ ne´gative et de C-parite´
positive. Les me´sons η and η′ sont des combinaisons line´aires d’une composante octet et




















Figure 2: L’octet du nucle´on et le de´cuplet du baryon ∆. Le contenu en quarks est indique´.
1.2 Le mode`le des quarks [13]
Il e´tait surprenant de voir que la repre´sentation de plus basse dimension de SU(3), la
repre´sentation fondamentale ”triplet” 3, n’apparaissait pas. En 1964, Gell-Mann et
inde´pendamment G. Zweig‖ introduisent le mode`le des quarks. Les quarks sont des par-
ticules hypothe´tiques qui sont justement membres de la repre´sentation fondamentale 3 de
SU(3). Ces quarks sont caracte´rise´s par les nombres quantiques suivants :
– charge fractionnaire, exprime´e en unite´ de −e, la charge de l’e´lectron, : (2/3, -1/3, -1/3)
– nombre baryonique : (1/3, 1/3, 1/3)
– e´trangete´ : (0, 0, -1) et donc hypercharge (1/3, 1/3, -2/3).
Ces trois quarks correspondent a` trois saveurs (u, d, s) pour ”up”, ”down” et ”strange”.
Les antiquarks sont dans la repre´sentation conjugue´e 3¯. La fig. 3 repre´sente les multiplets















Figure 3: Le triplet 3 du quark et l’anti-triplet 3¯ de l’anti-quark.
– pour les me´sons, d’une paire quark-antiquark (nombre baryonique B = 0),
– pour les baryons, de trois quarks (B =1).
En termes mathe´matiques, les hadrons appartiennent a` des repre´sentations irre´ductibles,
construites a` partir de produits directs de la repre´sentation fondamentale des quarks ou
antiquarks. Ainsi puisque :
‖G. Zweig les appelait les as.
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3⊗ 3¯ = 8⊕ 1
les me´sons appartiennent a` des 1 et 8, en accord avec l’expe´rience. Pour les baryons on
a :
3⊗ 3⊗ 3 = 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1
ou` la repre´sentation 10 est totalement syme´trique et le singulet 1 est totalement anti-
syme´trique. A noter qu’aucun baryon n’appartient a` la repre´sentation 1 (voir plus bas).
En tenant compte de la brisure de masse (quark s beaucoup plus lourd que les quarks
u et d) on arrive a` comprendre, dans ce mode`le, la masse des hadrons ainsi que leur
proprie´te´s de de´sinte´gration. Un des succe`s incontestable du mode`le est la pre´diction du
baryon Ω− = (sss) (voir fig. 2) avant sa de´couverte expe´rimentale.
Du point de vue the´orique ce mode`le posait un proble`me : en effet la fonction d’onde
d’un baryon, construite a` partir des fonctions d’onde des quarks, e´tait syme´trique par
e´change de deux quarks ce qui est en contradiction avec la statistique de Fermi-Dirac.
Pour re´soudre ce proble`me, on introduit un nouveau nombre quantique [14], la couleur.

















A ce nouveau nombre quantique est associe´ le groupe de syme´trie de couleur SU(3),
quelquefois de´note´ SU(3)c pour le distinguer de la syme´trie SU(3) de saveur ope´rant sur
les u, d, s. Chaque quark est donc un triplet de couleur et on postule que les hadrons sont
des 1 de couleur (les hadrons sont incolores et la couleur est donc une syme´trie cache´e).









B − u↑Ru↑Bu↑G + u↑Bu↑Ru↑G − u↑Bu↑Gu↑R + u↑Gu↑Bu↑R − u↑Gu↑Ru↑B
)
qui est totalement antisyme´trique sous une permutation des couleurs. De manie`re ge´ne´rale,
la fonction d’onde du baryon est construite de fac¸on qu’elle soit totalement antisyme´trique
dans l’espace des couleurs mais totalement syme´trique en ce qui concerne le moment
orbital ⊗ spin ⊗ saveur. On ”comprend” aussi qu’il n’existe pas de baryon dans la
repre´sentation 1 de saveur, comme mentionne´ plus haut, car sa fonction d’onde serait
globalement syme´trique, puisqu’antisyme´trique a` la fois dans l’espace des couleurs et des
saveurs. Les me´sons sont aussi des singulets de SU(3)c, et leur fonction d’onde s’e´crit, du


















Les re`gles ci-dessus ”expliquent” pourquoi il n’existe pas d’e´tats hadroniques [qq] ou
[qqq¯] puisqu’ils ne sont pas des 1 de couleur, mais n’exclut pas l’existence d’e´tats [qqq¯q¯],
[qqqq¯q].
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Si la couleur est ne´cessaire pour la cohe´rence interne du mode`le des quarks elle
l’est e´galement du point de vue expe´rimental comme on peut le voir en conside´rant la
de´sinte´gration du pion, pi0 → γγ via une boucle de quarks : sans la couleur le taux de
de´croissance serait un facteur N 2c = 9 trop faible (il faut sommer sur Nc = 3 couleurs
dans la boucle).
Le mode`le des quarks s’est enrichi au cours des anne´es avec la de´couverte de 3 nou-
veaux e´le´ments :
– quark ”charme´” (mc ∼ 1, 15 a` 1, 35 GeV) en 1974 dans une expe´rience e+e− → hadrons
au SLAC (B. Richter et al. [15]) et simultane´ment pp → hadrons (S. Ting et al. [16]) a`
Brookhaven ;
– quark ”bottom” en 1977 a` Fermilab par L. Lederman et al. [17] (mb ∼ 4, 5 GeV).
Ces deux quarks ont e´te´ de´couverts sous forme d’e´tats lie´s lourds, J/Ψ et Υ respective-
ment, de temps de vie anormalement long pour leur masse.
– quark ”top” en 1994 a` Fermilab par l’expe´rience CDF [18] et un peu plus tard par
D0. La masse tre`s e´leve´e (mt ∼ 176 GeV) avait e´te´ estime´e, par des calculs the´oriques,
sur la base du re´sultat des expe´riences extreˆment pre´cises du LEP. Ceci a permis au
directeur ge´ne´ral du CERN, C. Llewellyn-Smith, de fe´liciter ses colle`gues de Fermilab
d’avoir confirme´ l’existence du top de´ja` de´couvert au CERN∗∗!
En re´sume´, les quarks apparaissent sous 6 saveurs diffe´rentes qui sont maintenant
regroupe´es en trois ”ge´ne´rations”: (u, d), (c, s) et (t, b), chaque quark ayant trois couleurs.
Question : Tous les hadrons entrent-ils dans la classification ci-dessus? La re´ponse
n’est pas claire. Re´cemment, en particulier, les re´sultats d’expe´riences varie´es ont semble´
indiquer l’existence de baryons n’e´tant pas constitue´s de 3 quarks mais plutoˆt de 5
quarks : les pentaquarks [qqqqq¯]. Il semble cependant que cette anne´e la signification
de ces re´sultats se soit affaiblie. De meˆme l’existence de me´sons de type tetraquarks ou
baryonium est mentionne´e, ainsi que celle des me´sons hybrides [qqg] ou de gluonium [19].
1.3 Diffusion hadronique a` haute e´nergie
Si le mode`le des quarks permettait de comprendre la spectroscopie des hadrons (masse,
de´sinte´gration) il ne permettait pas de comprendre l’interaction entre hadrons dans les col-
lisions a` haute e´nergie. L’inte´reˆt des expe´riences a` des e´nergies toujours plus grandes est de
sonder les particules avec une re´solution toujours plus fine (cf. les relations d’incertitude
de Heisenberg de type ∆x ∼ 0, 2 GeV · fm/∆E) et ainsi de voir la structure des hadrons
a` des e´chelles de longueur toujours plus petites.
L’approche en vogue a` l’e´poque est celle de la ”the´orie de la matrice S” [7]. Les degre´s
de liberte´ fondamentaux sont les hadrons eux-meˆmes (et non d’hypothe´tiques constituants
des hadrons) et l’on s’inte´resse a` construire l’amplitude de diffusion A entre les hadrons.
Elle est contrainte par les relations d’unitarite´, de type Im A ∼ A2, et d’analyticite´,
∗∗Etant donne´e sa grande masse le quark top se de´sinte`gre avant de pouvoir former un e´tat lie´.
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Re A ∼ ∮ Im A. On e´tudie dans ce cadre les diffusions a` (quasi-)deux corps du type :
a + b → c + d (1.1)
↓ ↓
e + f g + h
Pour une re´action a` deux corps, ignorant le spin, les variables cine´matiques pertinentes
sont les variables de Mandelstam : le carre´ de l’e´nergie invariante s (s > 0) et le carre´ de
l’impulsion de transfert t (t < 0). Tous les hadrons sont traite´s sur une base de´mocratique :
ils apparaissent soit comme particules fondamentales (entrantes ou sortantes dans la
re´action) soit, a` l’e´tat virtuel, comme me´diateurs de la force entre les particules. Dans
cette approche, la diffusion
pi + p→ pi + p (1.2)
proce`de, par exemple, par production de re´sonance ∆ dans la voie s et e´change de me´son
ρ dans la voie t, tandis que les re´actions
pi + p→ ρ + p (1.3)
et
pi + p→ pi + ∆ (1.4)
proce`dent par production de re´sonance ∆ dans la voie s et e´change de pi dans la voie t,
pour la premie`re, et nucle´on N et ρ pour la seconde. A basse e´nergie le me´canisme de
production de re´sonances domine tandis qu’a` haute e´nergie c’est celui d’e´change de ”poˆles
de Regge” qui de´crit la diffusion [8, 9]. Dans ce dernier cas, l’amplitude de diffusion A(s, t)
est exprime´e comme la transforme´e de Mellin de l’amplitude dans le plan de moment




dJ A(J, t) sJ (1.5)
ou` A(J, t) est simplement parame´tre´e comme une somme d’une infinite´ de poˆles dans le





J − αi(t) , (1.6)
αi(t) = αi +α
′t e´tant la trajectoire de Regge i e´change´e dans la voie t (αi l’intercept et α′





αi(t), s→ grand, t fini. (1.7)
Pour une diffusion e´lastique, aux e´nergies asymptotiques, la trajectoire dominante est le
Pomeron d’intercept 1. Cette approche a rencontre´ un tre`s grand succe`s dans la descrip-
tion des re´actions hadroniques exclusives dans le domaine s > 10 GeV2, t < 2 GeV2 [9].
∗∗Une trajectoire de Regge correspond a` une famille de re´sonances dans la re´gion t > 0 : pour les
me´sons, a` une valeur entie`re de J correspond une re´sonance de masse mJ telle que α(m
2
J
) = J . Pour les
fermions les re´sonances correspondent aux valeurs demi-entie`res de J .
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Cette description de la diffusion hadronique, re´sonances a` basse e´nergie et poˆles de
Regge a` haute e´nergie, a e´te´ unifie´e de fac¸on spectaculaire dans le mode`le dual de
G. Veneziano [20]. Pour une diffusion 2 → 2 de particules scalaires, l’amplitude est
extreˆmement simple,
A(s, t) ∼= B(−α(s),−α(t)) =
∫ 1
0




qui peut eˆtre vue comme une somme infinie de re´sonances (de largeur nulle) dans la voie s
ou dans la voie t†† : ceci illustre la proprie´te´ de dualite´ a` la base du mode`le. De plus dans
la limite t/s 1 et s→∞ on retrouve le comportement a` la Regge sα(t). Cette formule a
e´te´ ge´ne´ralise´e par un grand nombre d’auteurs a` la diffusion multiparticules. Nambu [21]
et d’autres ont remarque´ que le spectre de re´sonances du mode`le dual est le meˆme que
celui des excitations d’une corde quantifie´e. Mais il est apparu que, d’un point de vue
the´orique, les mode`les duaux [22] n’e´taient cohe´rents qu’en 10 ou 26 dimensions suivant les
cas conside´re´s : ces conditions e´taient ne´cessaires pour e´liminer les e´tats tachyoniques non
physiques. Du fait de ces difficulte´s l’approche duale (ou de fac¸on e´quivalente le mode`le
des cordes) a e´te´ presque comple`tement oublie´e, a` partir des anne´es 1975-1980, comme
mode`le des interactions fortes au profit du mode`le des partons (voir section suivante) qui
connut alors un essor spectaculaire et justifie´. Cependant J. Scherk et J. Schwartz [23]
avaient montre´, en 1974, que la the´orie de la gravitation (augmente´ d’un champ scalaire)
e´tait la limite quand α′ → 0 d’un mode`le dual. Avec de nombreux de´veloppements
the´oriques le mode`le des cordes, enrichi de la proprie´te´ de supersyme´trie et ses extensions,
est maintenant, de fac¸on un peu trop he´ge´monique peut-eˆtre, conside´re´ comme le candidat
a` l’unification de toutes les interactions. Il n’existe cependant actuellement aucune base
expe´rimentale pour ces e´poustouflantes ide´es the´oriques.
1.4 La diffusion ine´lastique profonde a` SLAC
Pendant qu’un grand nombre de physiciens, the´oriciens et expe´rimentateurs, e´tudiait les
collisions hadroniques dans le cadre de l’approche de Regge ou du mode`le dual, un groupe
expe´rimental a` l’acce´le´rateur line´aire de SLAC s’inte´ressait a` la re´action d’e´lectroproduc-
tion suivante :
e + p → e + hadrons, Ee = 20 GeV, (1.9)
ou` l’on observait la distribution angulaire de l’e´lectron final. C’est la fameuse expe´rience
de diffusion profonde´ment ine´lastique. Le nombre d’e´lectrons diffuse´s a` grand angle e´tait
plus important que pre´vu : par analogie avec l’expe´rience de Rutherford sur les noyaux,
l’interpre´tation de l’expe´rience e´tait que la charge du proton n’e´tait pas uniforme´ment
re´partie mais plutoˆt qu’elle e´tait porte´e par des grains de matie`re ponctuels. De plus,
alors que la taille du proton e´tait estime´e a` 10−15 m, cette expe´rience, dont le pouvoir
de re´solution variait de 2 10−16 a` 5 10−17 m, indiquait que l’image du proton n’e´tait pas
modifie´e quand on variait le pouvoir de re´solution : c’est la fameuse proprie´te´ ”d’invariance
††On rappelle que la fonction Γ(x) a un poˆle simple en x, ∀ x entier ≤ 0.
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d’e´chelle” (scaling). Sous certaines conditions cine´matiques, le proton se comportait donc
comme une collection de diffuseurs ponctuels, appele´s partons par R.P. Feynman.
Ce n’est qu’apre`s de nombreuses e´tudes expe´rimentales et the´oriques que les par-
tons charge´s ont e´te´ identifie´s comme ayant les nombres quantiques des quarks de Gell-
Mann (spin 1/2, charge e´lectrique fractionnaire et portant une charge de couleur). A
la diffe´rence du mode`le des quarks cependant, l’accord du mode`le des partons avec les
donne´es ne´cessitait l’existence de partons e´lectriquement neutres : les gluons.
L’interaction entre les quarks et les gluons est contenue dans le lagrangien de la Chro-
modynamique Quantique (QCD) construit, comme celui de l’Electrodynamique Quan-
tique (QED), sur la base d’une invariance de jauge qui est non abe´lienne dans le cas
des interactions colore´es. Deux proprie´te´s fondamentales justifient la validite´ de la QCD
perturbative comme the´orie des interactions entre hadrons a` haute e´nergie :
– la ”liberte´ asymptotique” qui exprime le fait que le couplage de QCD devient petit quand
l’e´nergie en jeu est grande, ce qui justifie une approche perturbative a` la dynamique des
quarks et des gluons [24] ;
– le ”the´ore`me de factorisation” qui permet de construire les sections efficaces de diffusion
entre hadrons a` partir de sections efficaces de processus partoniques [25].
Le domaine d’applicabilite´ de la QCD perturbative n’est pas le meˆme que celui des
poˆles de Regge : toutes les variables cine´matiques sont suppose´es eˆtre grandes et du
meˆme ordre dans le premier cas tandis que s grand, t ∼ 1. GeV2 dans le second. Mais on
peut noter un intense effort the´orique, avec L. Lipatov [26] notamment, pour e´tendre les
techniques pertubatives de QCD au domaine de Regge.
Comme le mode`le des partons est un des piliers de l’application de la QCD a` la physique
des hautes e´nergies il est ne´cessaire de s’attarder sur ce mode`le et, en particulier, sur la
diffusion profonde´ment ine´lastique qui a joue´ un roˆle fondamental dans son e´laboration.
Ce sera l’objet de la prochaine section. Puis, dans les parties suivantes on justifiera la
proprie´te de liberte´ asymptotique et celle de factorisation avant de conclure par quelques
applications. Diffe´rentes applications font l’objet de la dernie`re section.
2 La diffusion profonde´ment ine´lastique (DIS).
Historiquement, l’expe´rience qui a joue´ un roˆle fondamental est la diffusion profonde´ment
ine´lastique du nucle´on (Deep Inelastic Scattering: DIS) au SLAC au de´but des anne´es
1970 [12]. Le processus conside´re´ est
e−N → e−X(ou µ−N → µ−X)









Le photon virtuel e´mis par l’e´lectron (ou le muon) a` haute e´nergie est absorbe´ par le
nucle´on qui se casse en hadrons. Du point de vue expe´rimental, on n’observe que le
lepton sortant. Dans le re´fe´rentiel du laboratoire la cine´matique est de´finie comme suit :
nucle´on, N P = (M,~0)
e− entrant, k = (E, 0, 0, k) ' (E, 0, 0, E), E >> m,masse du lepton
e− sortant, k′ = (E ′, E ′ sin θ, 0, E ′ cos θ)
photon virtuel, q = (E − E ′,−E ′ sin θ, 0, E − E ′ cos θ), impulsion du transfert.
ou` θ est l’angle de diffusion du lepton. Le syste`me photon-hadron est caracte´rise´ par les
variables :
ν = E − E ′, e´nergie du γ∗ dans le laboratoire
Q2 = −q2 = 4EE ′ sin2 θ
2







, variable de Bjorken, sans dimension, qui prendra
une signification physique dans le mode`le des partons.
On peut alors e´crire, pour la collision γ∗N → X,
M2X = (P + q)
2 = M2 +Q2
(1− x)
x
Puisque M2X > M
2 (le nucle´on e´tant le plus le´ger des baryons), on a ne´cessairement
0 ≤ x ≤ 1, le cas x = 1 correspondant a` la diffusion e´lastique.
L’e´le´ment de matrice au carre´ se de´compose en trois parties :
| M |2= e
4
Q4
LµνWµν , avec (2.10)




Tr(6 k′γµ 6 kγν) = 2(kµk′ν + kνk′µ − kk′gµν) ; (2.11)
– le carre´ du propagateur du photon e4/Q4 ;
– le tenseur hadronique que l’on parame`tre comme






(P µ − Pq
q2
qµ)(P ν − Pq
q2
qν) (2.12)
qui est la forme la plus ge´ne´rale respectant (i) la parite´ et (ii) l’invariance de jauge
qµW
µν = 0. Les fonctions de structure, W1(Q
2, 2Pq, P 2) et W2(Q
2, 2Pq, P 2) de´pendent
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des invariants du syste`me hadronique. Apre`s contraction des indices, l’e´le´ment de matrice
au carre´ devient,





















| M |2 (2pi)4δ(4)(P + k − PX − k′) (2.14)
ou` :
– 1/2(P + k)2 ∼ 1/4ME est le facteur de flux ;
– d3k′/(2pi)32E ′, l’espace de phase invariant du lepton final ;
– d4PX/(2pi)
3, l’espace de phase de X (on inte`gre non seulement sur la tri-impulsion mais
aussi sur la masse invariante du syste`me).
Evaluant explicitement l’e´quation ci-dessus on a, dans le repe`re du laboratoire :
dσ



































ou` les invariants de Mandelstam, s et u, sont de´finis par : (P + k)2 = s, (P − k′)2 = u .
Remarques :
– la dynamique de l’interaction γ∗N est entie`rement dans les fonctions inconnues W1,
W2 ;





W2 = νW2 sont sans dimensions ; on peut donc les exprimer comme fonctions




























c’est-a`-dire qu’il n’y a pas de de´pendence explicite en Q2, a` l’inte´rieur des barres d’erreurs
expe´rimentales. C’est la proprie´te´ d’invariance d’e´chelle [10]. Si l’on avait ne´glige´ depuis
le de´but la masse M du proton, (P 2 = M2 = 0) on aurait eu imme´diatement l’invariance
d’e´chelle‡‡. Tout se passe donc comme si le photon virtuel est insensible a` la taille du
proton ;
– la relation 2MW1(x) ≡ νW2(x)/x est satisfaite expe´rimentalement.
Nous allons maintenant montrer comment ces deux proprie´te´s se comprennent dans le
mode`le des partons de spin 1
2
.
‡‡Ce raisonnement n’est valable que si l’on suppose qu’il n’existe pas d’e´chelle ”cache´e”. On verra
cependant dans le chapitre 5 qu’une telle e´chelle est bien pre´sente.
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Figure 4: Re´sultats expe´rimentaux de SLAC [12] montrant l’invariance d’e´chelle de la
fonction νW2. La variable ω = 1/x.
2.1 Le mode`le des partons et la diffusion profonde´ment ine´lastique
Feynman a propose´ de conside´rer le proton (ou le nucle´on) comme compose´ de partons,
objets sans structure (ponctuels) dont les nombres quantiques sont a` priori inconnus (spin,
charge ...) mais qui doivent cependant former un objet de spin, charge,... connus [11].
On se place dans un repe`re ou` l’impulsion du proton P ∼ (E, 0, 0, E), E → ∞ (repe`re
d’impulsion infinie) et on ne´gligera e´ventuellement les masses du proton et des partons.
L’impulsion du proton est porte´e par les constituants et on peut donc e´crire
pi = xiP
ou` pi est l’impulsion du parton i et on a
∑
i xi = 1.
Le postulat de base consiste a` de´crire l’interaction γ∗-hadron en termes d’interaction
γ∗-parton puisque le photon tre`s virtuel a un pouvoir de re´solution tre`s e´leve´ et qu’il peut
donc ”voir” les constituants du proton. Ceci est symbolise´ par le diagramme suivant ou`
le photon virtuel est absorbe´ par le parton pi
pi
γ∗
Le temps caracte´ristique de l’interaction e´lectromagne´tique est (l’inverse de la virtualite´








→∞ quand E →∞ . (2.18)
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En comparaison, le temps caracte´ristique de l’interaction forte (en supposant le proton
de masse M constitue´ de 2 partons de masse nulle pour simplifier) est :
τi.f. ∼ 1
E − E1 − E2 ∼
E
M2
→∞ quand E →∞. (2.19)
On en conclut l’ine´galite´ τemg  τi.f. et l’interaction e´lectromagne´tique est quasi instan-
tane´e compare´e au temps d’interaction forte quand E →∞, x 6= 0. Il paraˆıt donc justifie´
de ne´gliger les effets de l’interaction forte et de conside´rer les partons comme ”libres” lors
de la diffusion e´lectromagne´tique. Pendant le temps de l’interaction γ∗pi, on va ignorer
l’interaction hadronique qui prend place sur une e´chelle de temps beaucoup plus grande.
Bien apre`s l’interaction e´lectromagne´tique, les partons se recombinent pour donner des
hadrons avec une probabilite´ unite´ puisque l’on n’observe que des hadrons dans le syste`me
X. Puisque les interactions fortes de confinement n’affectent pas l’interaction du γ∗ avec







et d’ajouter ensuite de fac¸on incohe´rente les sections efficaces invariantes epi pour recon-
stituer la section efficace e´lectron-proton.
2.1.1 Section efficace e´lectron-parton








ou` ei est la charge du parton mesure´e par rapport a` celle du proton e. On suppose pour
le moment que les partons ont un spin 1
2
(certains partons ont ne´cessairement un spin
demi-entier, puisque le proton a S = 12). On peut poser pour l’interaction γ
∗-parton, et




Tr(6 p′γµ 6 pγν) = 2(piµp′iν + piνp′iµ − pip′igµν), (2.20)
ou` l’impulsion du parton final est p′i = pi + q. Pour des partons de masse nulle on a alors,























| M |2epi δ(4)(k + pi − k′ − p′i) (2.22)
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avec sˆ = (pi + k)
















Pour trouver la forme de la section efficace hadronique, on va sommer de fac¸on incohe´rente














ou` Fi(z) est la densite´ de partons, par unite´ d’impulsion z, de partons de type i portant la






























valable pour des partons de spin 1
2
. On note que les contraintes cine´matiques fixent la
valeur de l’impulsion du parton interagissant a` zi =
Q2
2Pq
= x, la variable de Bjorken. Si
on compare avec la formule de la section efficace diffe´rentielle invariante e´lectron-proton
(e´q. 2.15), on peut identifier:
W2
M







qui est e´quivalent a`
νW2(x,Q




et on observe, de plus, que
2MW1(x,Q




Exercice : Montrer que pour des partons de spin 0 (couplage au γ∗ donne´ par ei(pi +p′i)
µ)
on a W1 ≡ 0.
En conclusion,
• On voit donc que le mode`le des partons pre´dit bien l’invariance d’e´chelle, c’est-a`-dire
que νW2(x,Q
2, P 2) = νW2(x) (conse´quence de la nature ponctuelle des partons) ;
• La relation 2MW1(x) = νW2(x)/x est une conse´quence du spin 12 des partons : cela
montre que les seuls partons charge´s dans le proton sont de spin 12 ;
• La variable de Bjorken x = Q2
2Pq
prend un sens physique : c’est l’impulsion du parton,
qui a subi l’interaction e´lectromagne´tique, normalise´e a` celle du proton ;
• La fonction de structure νW2 acquiert e´galement une interpre´tation : c’est la somme
ponde´re´e, par l’impulsion x et la charge e2i , des densite´s de partons i dans le proton.
15
2.1.2 Identification partons ≡ quarks + ... ; re`gles de somme
Il est tentant d’identifier les partons de Feynman aux quarks de Gell-Mann†† et Zweig
et de supposer que le proton et le neutron, dans les expe´riences d’ine´lastique profond
s’expriment, comme dans le mode`le des quarks, par:
proton = (uud)
neutron = (udd).
Ce sont les quarks de valence et on de´note uv(x) et dv(x) la distribution de ces quarks u
et d dans le proton. Par la syme´trie d’isospin on a (p de´note ici le proton et n le neutron)
F pu (x) = F
n
d (x) = uv(x)
F pd (x) = F
n
u (x) = dv(x)
Les nombres quantiques du nucle´on sont porte´s par les quarks de valence. L’expe´rience
montre que le proton contient e´galement des antiquarks : ce sont les antiquarks de la
mer ou ”matelots”∗. La somme des nombres quantiques porte´s par les quarks et anti-
quarks matelots est nulle. Leur distribution est donc note´e : us(x) = u¯s(x), ds(x) =
d¯s(x), ss(x) = s¯s(x). On de´finit
u(x) = uv(x) + us(x)
d(x) = dv(x) + ds(x).




















ou` on utilise la notation simplifie´e: u¯s = u¯, d¯s = d¯.
L’interpre´tation des fonctions u(x), d(x) comme densite´s de probabilite´ de trouver des
quarks dans le nucle´on permet d’e´crire de nombreuses ”re`gles de somme” qui expriment
le fait que les caracte´ristiques d’un hadron sont entie`rement porte´es par ses constituants.






W en2 (x) =
ν
x




u(x) + u¯(x)− d(x)− d¯(x)) = 1
3
(uv(x)− dv(x))






νW ep−en2 (x) =
∫ 1
0
dx (uv(x)− dv(x)) = 1
††Pour la petite histoire, on peut rappeler que Feynman et Gell-Mann, tous deux professeurs a` Caltech,
ont eu pendant longtemps des relations ”tendues”.
∗Jolie de´nomination due, je crois, a` Marc Winter de l’IN2P3 a` Strasbourg
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qui correspond bien a` la diffe´rence du nombre de quarks de valence de type u et d. Si l’on





















= 0 = charge du neutron




















u(x) + u¯(x) + d(x) + d¯(x)
)
qui mesure l’impulsion moyenne porte´e par les quarks u, d, u¯ et d¯ dans le nucle´on. Le
re´sultat de cette expe´rience est:
〈x〉q+q¯ ' 0.45 < 1. (2.26)
ce qui signifie que les quarks ne portent que la moitie´ de l’impulsion du nucle´on, le reste
e´tant porte´ par des partons neutres : il est tentant, alors, d’identifier ces partons neutres
aux ”gluons” qui lient les quarks entre eux dans le nucle´on (le quark s ne joue pas un roˆle
important dans cette re´action).
Pour terminer avec cette succinte introduction au mode`le des partons, on peut noter
que la diffusion ν-nucle´on est susceptible d’une description similaire a` celle de e-nucle´on
a` condition de remplacer l’e´change d’un photon virtuel par l’e´change d’un boson de jauge
W± ou Z virtuel suivant que l’on e´tudie les courants charge´ ou neutre.
2.1.3 Application du mode`le des partons





Pour Ee+e− = Q → ∞ on peut appliquer le mode`le des partons: le photon virtuel de
genre temps (Q2 > 0) se couplera a` une paire quark-antiquark qui, ”longtemps” apre`s
l’interaction electromagne´tique, se de´sinte`grera en hadrons :






















On voit que les seules diffe´rence entre le processus hadronique et le processus purement
leptonique sont les facteurs de charge (les facteurs cine´matiques, γµ, espace de phase sont
identiques pour les quarks et les µ car ce sont des particules de spin 1/2, et on ne´glige les
























ou` pourQ > 10 GeV, il faut prendre en compte la contribution des saveurs lourdes c et b (le
seuil de production du quark top est beaucoup plus e´leve´ et correspond a` Q > 350 GeV).
Cette estimation est en de´saccord avec les re´sultats expe´rimentaux comme on peut le
voir sur la fig. 5 ou` l’on observe plutoˆt un facteur 3,7 pour
√
s = Q > 10 GeV (les pics
correspondent a` la production d’e´tats lie´s de quarks lourds pre`s du seuil de production
de ces quarks.).
En fait, dans le calcul ci-dessus, on n’a pas tenu compte du fait que les quarks sont







et qui est en accord avec l’expe´rience (voir la courbe ”naive quark model” sur la figure).
On peut noter qu’en dessous du seuil de production du quark charme´ (
√
s ∼ 3 GeV) les
donne´es sont de l’ordre de R = 2 comme il se doit.
2.1.4 Le mode`le des partons: formulation ge´ne´rale
1. Sous certaines conditions que l’on pre´cisera ci-dessous, on conside`re qu’un hadron
est constitue´ de partons. On travaille dans le repe`re d’impulsion infinie du hadron.
On a donc
H = {pi} i = 1,∞
P =
∑
ipi ou` les P, pi sont les impulsions du hadron et des partons respectivement.
On ne´glige toutes les masses (du hadron et des partons) et on peut alors e´crire
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Figure 5: Compilation par le ”Particle Data Group” des donne´es expe´rimentales sur le
rapport R au dessous de
√
s = 12 GeV.
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ou` σˆij est la section efficace de l’interaction ”dure” entre partons. La section efficace
hadronique est une superposition incohe´rente des sections efficaces partoniques c’est-









j (x2) σˆij(x1, x2, s).
La fonction FHi (x) est la densite´ partonique c’est-a`-dire la probabilite´ de trouver
dans le hadron H un parton de type i portant la fraction x de l’impulsion du hadron.
On ne´glige les effets d’impulsion transverse. La fonction FHi (x) est invariante
d’e´chelle, c’est-a`-dire inde´pendante des variables (dimensionne´es) de Mandelstam
s, t, u. Elle contient les effets a` ”longue distance” (confinement) et la de´pendance
en x n’est pas pre´dite par la the´orie. Les effets de ”courte distance” sont contenus
dans la section efficace partonique ”dure” σˆij. Cette se´paration - factorisation - entre
physique a` longue distance et physique a` courte distance est analogue a` celle re´alise´e
par l’approche beaucoup plus rigoureuse mais plus restrictive du de´veloppement en
produit d’ope´rateurs sur le coˆne de lumie`re [28].
3. Le mode`le des partons est un postulat valable quand toutes les variables dimen-
sionne´es s, t, u sont grandes compare´es a` l’e´chelle de masse des hadrons (∼ 1 GeV2).
2.2 Au dela` du mode`le des partons na¨ıf
Une version moderne de la fig. 4 est montre´e en fig. 6. Les donne´es combine´es de nom-
breuses expe´riences permettent de couvrir un tre`s grand domaine en x, 6, 310−5 < x <
0, 85, et Q2, 0, 3 < Q2[GeV2] < 30000. Si l’invariance d’e´chelle est bien ve´rifie´e pour
les valeurs 0, 05 < x < 0, 25 ce n’est le cas ni a` petit x, ni a` grand x ou` une violation
logarithmique (en ln(Q2)) est clairement visible. L’hypothe`se a` la base du mode`le des
partons, selon laquelle les partons sont libres et inde´pendants dans un hadron, est donc
une simplification trop drastique. Il est ne´cessaire de prendre en compte l’interaction en-
tre partons qui est de´crite par la Chromodynamique Quantique. Quand les e´nergies mises
en jeu sont grandes (s, t, u→∞) on verra que la constante de couplage de QCD αs → 0.
Cela justifie une approche perturbative. Le re´sultat fondamental de l’application de QCD
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ou`M est l’e´chelle de masse caracte´ristique du processus dur: M 2 ∼ s, t, u. Plus pre´cise´ment,
• la proprie´te´ de factorisation entre physique a` courte distance (distributions par-
toniques) et physique a` longue distance (section partonique dure) n’est pas de´truite
par les corrections QCD ;
• les densite´s partoniques acquie`rent une de´pendance logarithmique en M : c’est la
fameuse ”violation de l’invariance d’e´chelle” qui est pre´dite et calculable en QCD ;
• la section efficace partonique admet un de´veloppement en puissance de αs a` coeffi-
cients finis et calculables.
Un des buts du cours sera de de´river la formule ci-dessus.
2.3 Conclusions
Nous avons essaye´ dans la section 2 de de´crire quelques re´sultats qui semblent indiquer que
les hadrons sont constitue´s d’entite´s plus fondamentales. En effet, on peut comprendre
un grand nombre de phe´nome`nes physiques aux e´chelles de masse de M∼1 GeV aussi bien
que M1 GeV si l’on suppose que les hadrons sont constitue´s de quarks de´finis comme
des objets ponctuels de spin 1
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D’autre part, dans le Mode`le Standard, un quark de saveur donne´e vient en 3 couleurs q =
(qi), i = 1, 2, 3, q appartenant a` la repre´sentation fondamentale 3 du groupe SU(3)couleur.
Les autres candidats possibles pour le groupe de couleur comme O(3), SO(3) et U(3) sont
e´limine´s car ils sont en de´saccord avec les re´sultats expe´rimentaux:
• SO(3) et O(3) permettent l’existence d’e´tats [qq] singulets de couleur de charge
fractionnaire, car ils ne distinguent pas la couleur de l’anti-couleur. De tels e´tats ne
sont pas observe´s expe´rimentalement.
• U(3) sera exclu ulte´rieurement lorsqu’on imposera l’invariance de jauge locale : il
existerait alors un gluon de masse nulle, sans couleur, qui induirait une interaction
a` longue porte´e entre les hadrons, en contradiction avec l’expe´rience.
Remarque : A priori, le Mode`le Standard, tel que de´crit ci-dessus, n’e´tait pas la
seule possibilite´. En particulier, Han et Nambu [27] ont propose´ une alternative ou` les
quarks ont une charge entie`re (c.f. table 1). La version jauge´e de Han-Nambu (due a`
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Pati et Salam) a eu une certaine vogue: toutes les pre´dictions ∼ ∑q e2q co¨ıncident avec
celle du Mode`le Standard. Elle a ne´anmoins e´te´ e´limine´e lorsque des mesures pre´cises de




q sont apparues (p. ex. dans les processus
γ + p→ γ +X, pp→ γ + γ +X).
R G B
u 0 1 1
d -1 0 0
s -1 0 0
Table 1: Charge des diffe´rents quarks colore´s dans le mode`le de Han-Nambu
3 Le Lagrangien QCD
Avant d’entrer dans le de´tail de l’interaction entre quarks et gluons nous allons faire
quelques rappels sur l’Electrodynamique Quantique. Le principe de construction de la
the´orie, l’invariance de jauge, est le meˆme dans les deux cas mais le cas abe´lien de QED est
beaucoup plus simple a` e´crire. Le comportement asymptotique (infrarouge et ultraviolet)
des deux the´ories est cependant comple`tement diffe´rent. Toute la physique est contenue
dans la densite´ lagrangienne, L(φ(x), ∂µφ(x)), une fonctionnelle locale des champs φ(x)




L’action est une quantite´ sans dimension dans les unite´s ou` ~ = 1. Si on impose que
l’action soit stationnaire sous une variation du champ (principe de Hamilton), on obtient






qui de´crivent l’e´volution classique du champ φ(x). C’est a` partir de ces e´quations, qu’en
formalisme de la seconde quantification, on obtient les re`gles de Feynman qui permettent
de calculer perturbativement n’importe quel processus en the´orie des champs.
3.1 Le Lagrangien QED
Pour QED, la densite´ lagrangienne s’e´crit pour un fermion Ψ de masse m et de charge e
LQED = −1
4
F µνFµν + ψ¯(i 6D −m)ψ (3.28)
ou` le tenseur du champ e´lectromagne´tique est
F µν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x)
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avec Aµ(x) est le champ du photon, tandis que la de´rive´e covariante est de´finie par Dµ =
∂µ − ieAµ. Une transformation de jauge locale est de´finie par
ψ(x) → ψ′(x) = eieα(x)ψ(x) , ψ¯(x) → ψ¯′(x) = e−ieα(x)ψ¯(x) (3.29)
et simultane´ment pour le photon
Aµ(x) → A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µα(x).
avec α(x) une fonction re´elle. Sous forme infinite´simale une transformation de jauge
s’e´crit :
δψ = igαψ , δψ¯ = −ieψ¯α , δAµ = ∂µα ⇒ δFµν = 0 (3.30)
L’invariance de jauge garantit que le photon est de masse nulle : en effet un terme de masse
tel que m2AµA
µ ne serait pas invariant. L’application des e´quations d’Euler-Lagrange
me`nent a` l’e´quation de Dirac
(i 6∂ −m)ψ(x) = −e 6A(x)ψ(x)︸ ︷︷ ︸
terme d’interaction
(3.31)
et aux e´quations de Maxwell inhomoge`nes
∂µ Fµν(x) = eΨ¯γνΨ. (3.32)




ρλ = 0 . (3.33)
3.2 Invariance de jauge non abe´lienne et le Lagrangien QCD
En QCD, le champ du quark est une collection de 3 champs de Dirac, un pour chaque







et il appartient a` la repre´sentation fondamentale 3 du groupe SU(3) ou U(3) (on doit
encore de´terminer le groupe d’invariance). D’apre`s la the´orie des groupes de Lie, un




avec Ta les ge´ne´rateurs de l’alge`bre, αa des parame`tres re´els arbitraires et g, le couplage.
La condition d’unitarite´ U † = U−1 impose Ta = T †a . Pour SU(3) comme groupe de jauge,
la condition det U = 1 impose Tr Ta = 0 et on a 8 ge´ne´rateurs Ta (a = 1, . . . 8) qui
satisfont aux relations de commutation d’une alge`bre de Lie,
[Ta, Tb] = ifabcTc,
24
avec fabc totalement antisyme´trique et re´el. De plus, les ge´ne´rateurs T
a sont orthogonaux
dans le sens ou`




Si on choisit U(3) comme groupe d’invariance au lieu de SU(3) on a alors un ge´ne´rateur
supple´mentaire qui est la matrice 1 commutant avec tous les ge´ne´rateurs de SU(3) :
[1, T a] = 0. On impose a` la the´orie une invariance de jauge locale [29]. Si on applique
une transformation de jauge locale,
δψ = igαaT
aψ , δψ¯ = ψ¯(−igαaT a) ,
a` la densite´ lagrangienne L = ψ¯(i 6∂ −m)ψ , on obtient alors
δL = ψ¯ {−g(∂µαa)T aγµ}ψ.
Par analogie avec QED, on va re´tablir l’invariance graˆce aux champs vecteurs Abµ(x) :
L = ψ¯ (i(∂µ − igAbµ(x)T b)γµ −m)ψ, b = 1, . . . , 8 pour SU(3) ou 9 pour U(3),
qui devient invariant de jauge si on impose la transformation suivante sur les champs Abµ :
δAcµ = ∂µα
c − f cabαaAbµ.
Comme pour QED on ve´rifie facilement qu’un terme de masse associe´ aux champs Aaµ(x)
n’est pas invariant de jauge. Les gluons sont donc des champs de masse nulle qui induisent
alors des interactions a` longue porte´e. Ce dernier argument est de´terminant pour le choix
du groupe de jauge. En effet, si U(3) e´tait le groupe d’invariance, on aurait une interaction
a` longue porte´e entre hadrons qui serait singulet 1 de couleur. Ceci est contraire aux
observations expe´rimentales puisqu’on sait que la force nucle´aire forte est a` courte porte´e :
∼ 1
mpi
. Cet argument exclut donc le groupe U(3) comme groupe de couleur et on reste
avec SU(3) et 8 gluons colore´s de masse nulle.
Pour comple´ter le lagrangien de QCD il faut introduire le terme cine´tique des champs
de jauge. L’analogue du tenseur Fµν de QED est
F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gf abcAbµAcν︸ ︷︷ ︸
terme non abe´lien
.
Il est pratique d’introduire les notations matricielles suivantes :
α¯ = αa(x)T
a , Aµ(x) = Aaµ(x)T a , Fµν = F aµνT a (3.34)
ainsi que la de´rive´e covariante agissant sur le fermion Dµ = ∂µ − igAµ(x). Le lagrangien,
pour un fermion colore´, prend alors la forme compacte suivante (cf. e´q. 3.28) :
LQCD = −1
2
TrFµνFµν + ψ¯ (i 6D −m)ψ (3.35)
et l’on peut ve´rifier, avec pas mal de sueur, que LQCD est invariant sous la transformation
δψ = igα¯ψ ⇒ δ(Dµψ) = igα¯Dµψ
δAµ = ∂µα− ig[Aµ, α¯] ⇒ δFµν = −ig[Fµν , α¯] (3.36)
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L’application des e´quations d’Euler-Lagrange (3.27) au champ du fermion permet d’obtenir
l’e´quation de Dirac du fermion colore´ :
(i 6∂ −m)ψ = −gT aAaµγµψ, ψ = (ψi). (3.37)
tandis que pour les bosons de jauge on trouve :
∂µF aµν = −gf abcAbµF cµν − gψ¯γνT aψ. (3.38)
ou, de fac¸on explicite,
(gµν − ∂µ∂ν)Aaµ(x) = −gΨ¯γνT aΨ− gf abcAbµ(∂µAaν − ∂νAaµ)− g2fabcf cdeAbµAdµAeν(3.39)
On peut alors extraire de ces e´quations :















−gf abc [(p− q)νgλµ + (q − r)λgµν + (r − p)µgνλ]









−ig2 [ fabef cde(gλνgµρ − gλρgµν) + f acef bde(gλµgνρ − gλρgµν) + f adef bce(gλµgνρ − gλνgµρ)]
Il est important de noter que la meˆme constante de couplage apparaˆıt tant dans le
vertex a` trois gluons (line´airement), le vertex a` quatre gluons (quadratiquement) que
dans le vertex quark-quark-gluon (line´airement). Ceci est due a` l’invariance de jauge de
la the´orie.
Les termes d’auto-couplage des bosons de jauge sont un des aspects caracte´ristiques
de QCD et c’est une diffe´rence fondamentale entre cette the´orie et QED. Ce sont eux qui
vont eˆtre responsables, comme on le verra dans le chapitre suivant, de la proprie´te´ de
liberte´ asymptotique de QCD aux hautes e´nergies et aussi, sans doute, du confinement
des quarks et des gluons dans les hadrons (non encore prouve´ the´oriquement).
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3.3 Fantoˆmes de Fadeev-Popov
On rappelle que les formes covariantes du propagateur du gluon contiennent des somma-
tions sur les degre´s de liberte´ non physiques (polarisations scalaire, longitudinale). Ces
contributions ne sont pas ge´nantes en QED car elles ne sont pas couple´es au courant
fermionique. En QCD, les gluons interagissent entre eux (couplage a` 3 et 4 gluons) et les
proprie´te´s de ces auto-interactions ne permettent pas le de´couplage des e´tats de polari-
sation non physiques. Pour les e´liminer, on introduit, pour chaque gluon colore´ Aaµ, un
champ scalaire φa (fantoˆme de Fadeev-Popov) obe´issant a` la statistique de Fermi (nombre




Le fait que φa soit non-commutant est crucial car, pour chaque boucle, on obtiendra un
facteur (−1) ne´cessaire pour compenser la contribution de Aaµ due aux e´tats de polarisation
non physique. Pour que la compensation de la contribution des e´tats non physiques ait
lieu le couplage du gluon au fantoˆme est ne´cessairement de la forme (faire attention au






Le couplage φφA ci-dessus est valable dans la jauge de Landau aussi bien que dans la
jauge de Feynman. Ces re`gles de Feynman associe´es aux fantoˆmes correspondent dans le
lagrangien a` un nouveau terme
LFP ∼ φ¯∂µDµφ.
En conclusion, si on fait le calcul en jauge covariante, il ne faut pas omettre les diagrammes
contenant les fantoˆmes. Par contre, si on choisit de travailler avec une jauge non covariante
(k = n = 0), il n’y a pas de fantoˆmes puisque seuls les deux degre´s de polarisation
physique des bosons de jauge sont pris en compte.
Notre introduction des fantoˆmes de Fadeev-Popov est bien le´ge`re! La fac¸on moderne
et correcte de quantifier les the´ories de jauge non abe´liennes repose sur la construction de
la fonctionnelle ge´ne´ratrice qui, par de´rivation, donnent les re`gles de Feynman de la se´rie
perturbative. Pour donner un sens mathe´matique a` cette fonctionnelle il faut d’abord
”fixer” la jauge par une contrainte. C’est cette contrainte qui peut s’exprimer sous forme
de champs de Fadeev-Popov dans le lagrangien de QCD [30]. Quant a` la renormalisabilite´
de QCD elle a d’abord e´te´ prouve´e par ’t Hooft [31] puis, clarifie´e sous une forme e´le´gante,
par Becchi, Rouet, Stora [32]‡‡.
‡‡I.V. Tyutin a inde´pendamment introduit ce qu’il est convenu d’appeler la syme´trie BRST [33].
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4 Divergences ultraviolettes et renormalisation
Dans ce qui suit nous allons appliquer les re`gles de Feynman qui de´crivent l’interaction
entre e´lectrons et photons (QED) et entre quarks et gluons (QCD) a` l’e´tude des processus a`
hautes e´nergies. Dans un calcul d’ordre supe´rieur on est amene´ a` calculer des diagrammes
en ”boucles”. Or ces derniers sont divergents. L’objet de ce chapitre est de montrer
comment traiter ces divergences pour donner un sens a` la the´orie. Le proble`me est d’abord
illustre´ par l’e´tude d’un mode`le scalaire simple.
4.1 Divergences ultraviolettes et renormalisation en λφ4.










ou` φ(x) est un champ scalaire re´el. Les re`gles de Feynman correspondantes sont
vertex : × = −iλ ; propagateur : = i
p2 −m2 + i






















On n’a garde´ que les diagrammes aux deux premiers ordres de la the´orie des perturbations.
Si on de´note q = p1 − p3 l’impulsion de transfert entre particules entrante et sortante on
a q2 < 0. L’amplitude de diffusion s’e´crit







(p2 −m2 + i)((p+ q)2 −m2 + i) + ... (4.41)
ou` p est l’impulsion dans la boucle et ou` ”...” de´note la contribution des deux derniers




ou` p de´note la norme du vecteur et dΩ est l’e´le´ment d’angle solide. Une analyse di-
mensionelle de l’inte´grand montre que quand p → ∞ il se comporte comme ∫ dp/p qui
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diverge lorgarithmiquement. Pour donner un sens au calcul on re´gularise l’inte´grale en







L’e´valuation de l’e´q. (4.41) donne une expression de la forme





−q2 + termes inde´pendants de ΛUV (4.43)
ou` la notation g(q2,Λ2UV ) rappelle que le re´sultat du calcul de´pend de l’invariant physique
q2 et du cut-off. Conside`rant maintenant le meˆme processus a` l’e´chelle 10 q2, on a :





−10q2 + · · · (4.44)
Eliminant λ a` l’aide de l’e´quation (4.43) on a
g(10q2,Λ2UV ) = g(q





−q2 + · · ·+O(λ
3) (4.45)
Dans le terme en λ2 on a substitue´ λ = g ce qui est tout a` fait justifie´ puisque le calcul
est mene´ aux deux premiers ordres de la the´orie des perturbations et que l’on ne´glige
les termes d’ordre supe´rieur en λ3 ∼ g3. La morale de l’histoire est que si l’on exprime
l’amplitude de diffusion a` l’e´chelle 10 q2 en fonction de celle a` l’e´chelle q2, toute de´pendence
explicite en ΛUV a disparu des e´quations. En d’autres termes, si on fait une expe´rience a`
l’e´chelle q2 pour de´terminer la valeur de l’amplitude de diffusion a` cette e´chelle, alors la
the´orie pre´dit, par l’e´quation (4.45), quel sera le re´sultat d’une expe´rience a` 10q2.
En ge´ne´ral, la se´rie perturbative pour une quantite´ physique, ici g(q ′2) ou` q′2 est une
e´chelle qui caracte´rise l’e´nergie du processus e´tudie´, construite a` l’aide du parame`tre λ (λ
couplage dans le lagrangien) n’est pas bien de´finie car les coefficients du de´veloppement
en λ sont infinis (de´pendent du cut-off non physique ΛUV dans la the´orie re´gularise´e).
En revanche, la se´rie perturbative pour g(q′2) construite a` l’aide de g(q2), (q2 6= q′2) est
parfaitement de´finie, les coefficients de la se´rie e´tant finis. On rappelle que la divergence
des coefficients de la se´rie en λ est due aux divergences ultraviolettes dans les diagrammes
en boucle. Ce que pre´dit la the´orie n’est donc pas la valeur de l’amplitude de diffusion,
en fonction de λ et des autres parame`tres du lagrangien, mais seulement la variation de
l’amplitude avec l’e´chelle d’e´nergie connaissant cette amplitude a` une e´nergie donne´e.














puisque λ ∼ g a` l’ordre auquel on fait le calcul. Il s’ensuit, par inte´gration :
g(q2) =
g(q20)






en the´orie λφ4. (4.47)
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C’est ce que l’on appelle la ”constante de couplage mobile” (running coupling). Connais-
sant la valeur du couplage en un point q20, la the´orie pre´dit sa valeur en tout point. Le
parame`tre de couplage λ dans le lagrangien est, quant a` lui, appele´ le ”couplage nu”. On

















Le terme entre [ ] est la contribution du terme en arbre, exprime´ en fonction du couplage
renormalise´, tandis que le dernier terme est la correction a` une boucle. La forme (4.48) est
la forme sous laquelle on va construire la se´rie perturbative, c’est-a`-dire directement en
fonction du couplage renormalise´. Pour cela on e´crit la relation entre les deux couplages
sous la forme (renormalisation multiplicative) :






4.1.1 Principes de la proce´dure de renormalisation.
Une analyse syste´matique montre qu’il faut aussi introduire une masse renormalise´e et
un champ renormalise´. En fait, pour chaque parame`tre, dit parame`tre nu, apparaissant












ou` l’indice B de´note les quantite´s nues (bare en anglais). On exprime la relation entre
parame`tres nus et les parame`tres renormalise´s par une ge´ne´ralisation de l’e´quation (4.49)
φB = Z
1/2
3 φR , m
2
B = Zm m
2
R , λB = Zλ λR. (4.51)
Les φR, mR et λR sont les quantite´s renormalise´es. Pour des raisons qui vont devenir








Les Zi sont de la forme e´q. (4.49), c’est-a`-dire qu’ils admettent un de´veloppement per-
turbatif en λR. A ce point, on introduit une the´orie re´gularise´e pour donner un sens
mathe´matique aux divergences ultraviolettes. Ci-dessus on a introduit un cut-off ΛUV .
Pour QED, QCD, l’approche moderne consiste a` travailler en n 6= 4 dimensions (voir plus
bas). Les relations de type (4.49) de´pendent e´videmment de la proce´dure de re´gularisation.
Puisque l’on veut travailler directement avec les quantite´s renormalise´es on va re´-e´crire le







































≡ LR + δL (4.53)
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Par de´finition, LR est identique a` L sauf qu’il est exprime´ en fonction des quantite´s
renormalise´es tandis que δL contient les contre-termes proportionnels a` δZi = Zi − 1.
Au lieu maintenant de construire la se´rie perturbative a` partir de la forme e´q. (4.50),
on va la construire a` partir de la de´composition e´q. (4.53) du lagrangien. Les re`gles de
Feynman pour LR sont les meˆmes que celles pour L sauf qu’elles concernent maintenant
les quantite´s renormalise´es. Pour avoir la meˆme the´orie que celle en e´q. (4.50) il faudra
alors ajouter la contribution des contre-termes qui seront choisis de fac¸on a` compenser
les divergences engendre´es par les boucles de LR (cf. e´q. (4.48)). Ces contre-termes sont
traite´s comme des couplages et correspondent a` de nouveaux diagrammes de Feynman
dont les re`gles sont:
= −iλRδZ1, contre-terme du vertex
= ip2δZ3, contre-terme de la fonction d’onde
= −im2RδZ0, contre-terme de masse
(4.54)
Par exemple, pour la fonction a` 4-points de´ja` conside´re´e on aura a` calculer la se´rie de
diagrammes
q’ = + 3 + 3
ou`, dans ce cas, seul le contre-terme de vertex entre en jeu, L’application des re`gles de
Feynman donne alors, en accord avec l’e´q. (4.48)













ou` la contribution du contre-terme est le dernier terme a` droite, avec le choix δZ1 =
−(3λR/(4pi)2) ln(−q2/Λ2).
4.1.2 Re´sume´ et discussion
Dans les calculs perturbatifs d’ordre supe´rieur (calculs en boucles) en the´orie des champs,
apparaissent des divergences ultraviolettes dans les coefficients du de´veloppement per-
turbatif. Pour donner un sens a` la the´orie il faut la renormaliser. La proce´dure de
renormalisation se de´compose en plusieurs e´tapes :
– on exprime, a` priori, le lagrangien en fonction des parame`tres renormalise´s et on e´crit
les contre-termes ;
– on re´gularise la the´orie pour donner un sens mathe´matique aux divergences ; on utilisera
la ”re´gularisation dimensionnelle”, qui respecte les syme´tries, ou` l’espace de phase est en
dimension n et les divergences apparaissent comme des poˆles en 1/ε ou` 2ε = n− 4 ;
– on choisit les contre-termes de fac¸on a` compenser les divergences ; diffe´rents choix de
contre-termes, qui diffe`rent par des termes finis, me`nent a` diffe´rents sche´mas de renor-
malisation. Les parame`tres renormalise´s de´pendent d’une e´chelle de masse caracte´ristique
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du probe`me conside´re´. Les coefficients du de´veloppement perturbatif de n’importe quel
observable, sont alors finis (si la the´orie est renormalisable) et, a` l’ordre auquel on fait le
calcul, tous les sche´mas de renormalisation donne le meˆme re´sultat.
L’origine des divergences ultraviolettes est lie´e au fait que l’on suppose la the´orie
valable quelque soit l’e´chelle d’e´nergie conside´re´e, en particulier quand |q2| → ∞. Par les
relations d’incertitude de Heisenberg cela correspond a` des distances infiniment petites.
Ceci est a` contraster avec la situation habituelle en physique ou` les lois ont un domaine
de validite´ limite´. Par exemple, la physique atomique est caracte´rise´e par une longueur
l ' 1 A˚= 10−10 m alors que la physique nucle´aire est caracte´rise´e par l ' 1 fm = 10−15 m.
Cela correspond respectivement a` des e´nergies de l’ordre de 1 eV et 100 MeV tandis que
le domaine de la physique des particules est de 1 GeV et au dela`.
Toute la connaissance de la physique nucle´aire ne´cessaire a` la physique atomique se
re´sume a` quelques constantes comme la masse et la charge du noyau. De meˆme, la
physique des particules utile a` la physique nucle´aire se re´duit a` la connaissance de la masse
du proton, du neutron, du pion et du couplage piNN . Donc l’e´tude de la physique a` une
e´chelle donne´e n’a pas besoin des de´tails de la physique a` une e´chelle de distance beaucoup
plus petite: seule la valeur de quelques constantes suffit. La proce´dure de renormalisation
rame`ne le cas de la the´orie des champs a` une situation habituelle en physique puisque
toutes les complications lie´es aux divergences ultraviolettes peuvent eˆtre e´limine´es par
une re-de´finition de quelques parame`tres tels que masse, couplage, normalisation de la
fonction d’onde.
Avant de passer aux de´tails des calculs on peut faire la remarque suivante concernant
le couplage mobile. Si dans le lagrangien, e´q. (4.40) on avait choisi m = 0, il n’y aurait pas
eu d’echelle de masse explicite dans la the´orie puisque λ est sans dimension. On aurait pu
de´finir le couplage mobile et on aurait alors trouve´ l’e´q. (4.47) qui de´pend explicitement
d’une e´chelle de masse. Ceci peut paraˆıtre paradoxal mais c’est une conse´quence de la
proce´dure de renormalisation car, pour de´finir le couplage renormalise´, on a du d’abord
re´gulariser la the´orie par l’introduction d’un cut-off ce qui a implicitement introduit une
e´chelle de masse.
4.2 Analyse dimensionnelle
La re´gularisation dimensionnelle [34] consiste a` travailler dans un espace a` n dimensions,
n = 4− 2ε ,
et a` la fin des calculs prendre la limite ε → 0. Il est plus commode, lorsqu’on peut
le faire, d’utiliser une proce´dure qui pre´serve les invariances de la the´orie. Le cut-off
utilise´ pre´ce´demment brise l’invariance sous les translations, puisqu’il met une borne sur
l’inte´gration de l’impulsion interne. Pour QED et QCD, the´ories covariantes de Lorentz,
ce choix n’est pas approprie´† et l’on pre´fe`re utiliser la re´gularisation dimensionnelle qui
respecte l’invariance de la the´orie sous les translations ainsi que l’invariance de jauge.
†Voir cependant le cours d’Olivier Pe`ne et la re´gularisation ”sur re´seau”.
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dnx L(ψ, ψ¯, Aµ).
Les parame`tres (champs, couplage) voient leur dimension, exprime´e en unite´ de masse,




dnx. Si on de´note la dimension de ψ par le symbole
[ψ], · · · , on a alors
[S] = 0 , [dnx] = −n.
D’ou`, de fac¸on e´vidente,
[ψ¯∂µψ] = n ⇒ [ψ] = n−12 [∂µAν∂µAν] = n ⇒ [Aµ] = n−22
[eψ¯ 6Aψ] = n ⇒ [e] = 4−n
2
= ε [mψ¯ψ] = n ⇒ [m] = 1 (4.56)
Le re´sultat important est que la charge e´lectrique (couplage) acquiert une dimension ε.
Dans la the´orie re´gularise´e a` n-dimensions, la charge sera alors e´crite
eµε, µ parame`tre de masse arbitraire.
Le terme µε va jouer un roˆle important dans la proce´dure de renormalisation : d’un certain
point de vue il tient roˆle du point de soustraction (arbitraire) −q2 dans la discussion
pre´ce´dente utilisant la re´gularisation par un cut-off.
Si en re´gularisation dimensionnelle le couplage est modifie´ les propagateurs, eux, ne





























4.3 Renormalisation de QED a` une boucle.





B + ψ¯B(i 6∂ − eB 6AB)ψB +mB ψ¯B ψB. (4.58)




µ , mB =
Z0
Z2
m , ψB = Z
1
2










µν + ψ¯(i 6∂ − eµε 6A)ψ +mψ¯ψ (4.60)
exprime´ en fonction des quantite´s renormalise´es et
δL = −1
4
(Z3 − 1)FµνF µν + (Z2 − 1)ψ¯i 6∂ψ − (Z1 − 1)eµεψ¯ 6Aψ − (Z0 − 1)m ψ¯ψ. (4.61)
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Le lagrangien renormalise´ LR donnent les re`gles de Feynman usuelles tandis que δL in-
troduit de nouvelles re`gles associe´es aux contre-termes. Les contre-termes sont traite´s
comme des termes d’interaction et on obtient les diagrammes suivants :
(Z0 − 1)mψ¯ψ → = −im(Z0 − 1) c.terme de masse
(Z2 − 1)ψ¯i∂¯ψ → X = i 6p(Z2 − 1) c.terme de fn. d’onde
(Z1 − 1)eµψ¯Aψ → = −ieµγα(Z1 − 1) c.terme de couplage
−14(Z3 − 1)FµνF µν → X = i(qµqν − q2gµν)(Z3 − 1) c.terme de fonction
d’onde du photon
En QED, a` l’approximation d’une boucle, il faut calculer 3 types de diagrammes pour
lesquels on va maintenant citer les re´sultats.
4.3.1 Polarisation du vide : calcul de Z3.
On conside`re ”la polarisation du vide” donne´e par les diagrammes a` 2 photons externes,






On de´note iΠµν(q) ces contributions et on a donc,
iΠµν(q) = iΠ
boucle
µν (q) + i(Z3 − 1)(qµqν − q2gµν). (4.62)
On peut calculer la boucle explicitement ou remarquer que, puisque la re´gularisation
respecte l’invariance de jauge, l’on a :
Πboucleµν (q) = (qµqν − q2gµν)Πboucle(q2) (4.63)
ou` Πboucle(q2) est une fonction scalaire. Il suffit alors de calculer la trace
Πµµ(q
2)|boucle = (2ε− 3) q2Πboucle(q2).
L’application des re`gles de Feynman donne le re´sultat :











dx x(1− x) ln m




Le choix du contre-terme pour compenser la divergence de´finit le sche´ma de renormalisa-
tion:
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• sche´ma MS: ”minimal subtraction scheme” (’t Hooft, Veltman)
Z3−1|MS = − α
3piε






dx x(1−x) ln m
2 − q2x(1− x)
µ2
(4.65)











dx x(1−x) ln m
2 − q2x(1− x)
µ2
(4.66)
Il permet de se de´barasser d’inutiles facteurs ln 4pi − γ dans les quantite´s renor-
malise´es.
• sche´ma ON (sche´ma physique ou sur couche de masse) : c’est le sche´ma adopte´ dans
la discussion de λφ4. On soustrait le contre-terme a` q2 = 0 (condition ”on shell”)
en imposant la contrainte
Π(q2 = 0)|ON = 0, (4.67)
d’ou`















dx x(1− x) ln m







quand q2 →∞, (−q2 >> m2) (4.68)
Ce genre de conditions est souvent utilise´ en QED.
On voit que les diffe´rents sche´mas de renormalisation diffe`rent par des termes constants.
4.3.2 Conse´quence et application
Le propagateur du photon est modifie´ par l’insertion de boucles et contre-termes. Pour
le diffusion eµ, par exemple, on peut calculer la se´rie comple`te
+ + + ... +























On choisit de travailler dans le sche´ma de renormalisation ON (physique). Dans ce sche´ma




= e2ON a` q
2 = 0 (voir e´q.






























, |q2| >> m2 (4.71)
















qui est la valeur utilise´e pour l’analyse des re´sultats expe´rimentaux. La prise en compte
des termes d’ordre supe´rieur de la the´orie des perturbations implique donc que la charge
e´lectrique effective de´pend des conditions cine´matiques de l’observation.
Remarque : Attention! On n’a conside´re´ dans la discussion qu’une partie des diagrammes
a` une boucle ce qui est justifie´ pour QED comme on le verra plus bas. Le calcul correct
et complet doit prendre en conside´ration tous les diagrammes du meˆme ordre en α que
ceux conside´re´s ici.
4.3.3 Self-e´nergie du fermion (calcul de Z0, Z2) et du vertex (Z1)
On conside`re maintenant le diagramme a` deux fermions externes supposant, pour le mo-





+ X + =
−iΣboucle(p) + i 6p(Z2 − 1) + (−im)(Z0 − 1) = −iΣ(p)
contre-terme contre-terme
de fn. d’onde de masse
(4.72)
La renormalisation s’obtient dans le sche´ma MS par le choix des contre-termes :











+ ln 4pi − γ)




















et la forme du propagateur renormalise´ dans ce sche´ma sera donc
S˜F (p)|MS =
i
6p−m− Σ(p)|MS + i
(4.74)
Pour le vertex, les diagrammes a` conside´rer sont :
Il suffira, pour de´terminer la partie divergente, de choisir une cine´matique particulie`re
simple, par exemple q = 0 ⇒ p = p′. On a alors
Λα(p, p) = Λ
boucle
α (p, p) + (Z1 − 1)γα






6p+ 6k −m + iγα
1










+ ln 4pi − γ
)
(4.75)
rendra le vertex renormalise´ fini dans le sche´ma MS.
Remarque : La relation Z1 = Z2 + e´ventuellement des termes finis est une rela-
tion ge´ne´rale, valable a` tous les ordres de la the´orie des perturbations, conse´quence
de l’invariance de jauge de la the´orie. C’est un cas particulier des identite´s de Ward-
Takahashi.
En re´sume´, nous avons calcule´ dans les sections pre´ce´dentes les contre-termes Zi qui
rendent l’e´lectrodynamique quantique finie dans l’approximation a` une boucle de la the´orie
des perturbations. C’est a` dire que tout processus physique calcule´ dans cette approxima-
tion n’aura pas de divergences ultraviolettes et le re´sultat du calcul devra eˆtre fini. Dans le
sche´ma MS les contre-termes dans les e´quations (4.66), (4.73), (4.75) sont respectivement:
→ Z3 = 1 + c3 Γ(1+ε)(4pi)εe2ε , c3 = − 112pi2
→ Z2 = 1 + c2 Γ(1+ε)(4pi)εe2ε , c2 = − 116pi2




Le calcul d’un processus physique quelconque a` l’ordre d’une boucle ne´cessitera e´videm-
ment le calcul complet de tous les diagrammes et non seulement celui de la partie diver-
gente dans l’ultraviolet. On pourra alors obtenir les corrections d’ordre α par rapport
au terme de Born. C’est ainsi que l’on peut calculer le moment magne´tique anormal de
l’e´lectron ou du muon.
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4.3.4 Conse´quence : la fonction β(α) et le couplage mobile.
Nous avons montre´ de fac¸on intuitive comment les corrections d’ordre supe´rieur modifi-
aient la constante de couplage et comment il e´tait naturel d’introduire un couplage mobile
(de´pendant de la variable d’e´nergie du proble`me conside´re´). On va introduire maintenant
de fac¸on plus formelle et ge´ne´rale le couplage mobile.
Le point de de´part est la relation e´q. (4.59) entre couplage nu, couplage renormalise´








avec, dans le sche´ma MS, des Zi de la forme
Zi = 1 + ci e
2 Γ(1 + ε)
ε
(4pi)ε (4.77)











ou` la constante Ce est connue de`s que les Zi le sont, puisque
Ce =
(
c1 − c2 − c3
2
)
Γ(1 + ε)(4pi)ε (4.79)
Dans nos notations simplifie´es on a donc eB = eµ
ε Ze(e) ou` e(µ), le couplage renormalise´,
est une fonction de µ. On introduit de fac¸on traditionnelle la fonction β(e), dite fonction
β de Gell-Mann/Low,






Le couplage eB est e´videmment inde´pendant de µ : en effet, la masse µ et le couplage
renormalise´ ne sont introduits que lorsqu’on se´pare la densite´ lagrangienne entre une




≡ 0 ⇒ µ d
dµ
(eµεZe(e)) ≡ β(e)µεZe(e) + εeµεZe(e) + eµεµdZe(e)
dµ
= 0. (4.81)
Apre`s un calcul un peu subtil, on voit que les termes en 1/ε disparaissent et que
β(e) ' 2Ce e3 (4.82)
ou` Ce est connu, via l’e´quation (4.79). Il est traditionnel de de´finir, plutoˆt que β(e) dans









⇒ β(α) = e
4pi
β(e). (4.83)




, qui montre que la constante de couplage α
croˆıt quand µ croˆıt. Inte´grant cette e´quation diffe´rentielle, on obtient le couplage mobile










On remarque par comparaison avec l’e´quation (4.71) que l’e´volution en masse (q2 ≡ µ2)
des fonctions αON(q
2) et α(q2) ≡ αMS(q2) est identique. Les deux fonctions diffe`rent par
les conditions aux limites ce qui est normal puisque les fonctions sont de´finies dans des
sche´mas de renormalisation diffe´rents.
La relation du type deB
dµ
≡ 0 (e´q. (4.59) n’est qu’un cas particulier des e´quations du
groupe de renormalisation qui jouent un roˆle fondamental en the´orie des champs. Elles
expriment que les pre´dictions physiques (observables) ne doivent pas de´pendre du choix
de la proce´dure de re´gularisation ni du sche´ma de renormalisation. En particulier, l’e´q.
(4.84) exprime comment le couplage α(µ) doit varier en fonction de µ pour que, quand le
”point de renormalisation” µ varie, les pre´dictions physiques soient inde´pendantes de µ.
4.4 Renormalisation de QCD a` une boucle
On rappelle les re`gles de Feynman de QCD (voir chap. 3). Pour renormaliser la the´orie on
doit proce´der comme pour QED, c’est-a`-dire, partir de LQCD(ψiB, AaµB, gB, ...) et exprimer
cette densite´ lagrangienne en fonction des quantite´s renormalise´es et des contre-termes.








concernant le couplage gluon-fermion-fermion. Les Zi ont la meˆme signification qu’en
QED : Z1 contre-terme du vertex, Z2 contre-terme de la fonction d’onde du quark (on
supposera les quarks de masse nulle donc pas de Z0), Z3 contre-terme de la fonction d’onde
du gluon. Le calcul est effectue´ en jauge covariante, le propagateur du gluon e´tant choisi





−gµν + (1− a) qµqν
q2 + i
)
avec a = 0 en jauge de Landau utilise´e ci-dessous. Nous allons maintenant calculer
successivement Z2, Z3 et Z1.
4.4.1 Calcul de Z2
C’est le contre-terme de la fonction d’onde du quark. Il n’y pas lieu de calculer le contre-
terme de masse δZ0 puisque les quarks sont suppose´s de masse nulle (mB = m = 0). Les
diagrammes a` conside´rer sont similaires a` ceux de QED avec essentiellement le facteur de




i j = −iΣboucle(p) + (Z2 − 1)i 6p
Le diagramme en boucle s’e´crit :















ou` la seule diffe´rence avec QED est le calcul du facteur de couleur (voir le vertex fermion-




(T aT a)ij = g




apre`s avoir somme´ sur l’indice de couleur du gluon et du quark interne. Le re´sultat est :








(1 + ε) 6p
Comme on travaille en jauge de Landau on a alors trivialement,
Σboucle(p) = 0
et donc ne´cessairement Z2|MS = 1 puisqu’il n’y a pas de divergence a` compenser! On
peut remarquer que ce re´sultat est diffe´rent de celui en jauge de Feynman, a = 1, comme
on peut s’en rendre compte si on le compare avec le calcul de la self-e´nergie de l’e´lectron
de´crit plus haut. Ceci illustre le fait que les diagrammes de Feynman ne sont pas indi-
viduellement inde´pendants de jauge alors que les observables physiques le sont.
4.4.2 Calcul de Z3
Le calcul de ce contre-terme est bien plus complique´ et il met en jeu des diagrammes
typiques d’une the´orie non abe´lienne puisqu’ils contiennent des couplages a` trois ou quatre
bosons de jauge. Il faut e´valuer :




Dans une notation e´vidente on de´compose le diagramme de polarisation du gluon en une
se´rie de termes :
Πµν(q) = ΠµνF (q) + Π
µν




4g (q) + (Z3 − 1)(qµqν − q2gµν).
- ΠµνF (q) : ce diagramme contient une boucle fermionique et du point de vue structure
de Lorentz il est similaire au diagramme de polarisation du vide en QED. Aucun nouveau
calcul n’est ne´cessaire pour e´valuer l’inte´grale sur l’impulsion interne. Quant a` la partie








Cependant puisque chaque espe`ce de quark le´ger contribue a` part e´gale (quarks de masse
nulle) il faudra multiplier le re´sultat par NF , le nombre de saveurs conside´re´es. Ainsi























- Πµν4g (q) : c’est le diagramme de type ”tadpole”, le seul qui fasse intervenir le couplage
a` quatre gluons. Il se trouve eˆtre e´gal a` 0 en re´gularisation dimensionnelle.
- Πµνg (q) : c’est le diagramme avec la boucle de gluons; le calcul de l’inte´grale sur
l’impulsion est tre`s long mais ne pre´sente aucune difficulte´ majeure et nous nous bornerons




~ facd fbcd ~ Nc δab
On trouve finalement :
















On constate aise´ment que le calcul n’est pas complet car la condition de transversalite´
n’est pas satisfaite : qµΠ
µν
g 6= 0, ce qui est une manifestation de la non-invariance de jauge
de ce diagramme. En effet, il faut calculer la contribution de la boucle avec fantoˆmes.
- Πµνgh(q) : l’application des re`gles de Feynman permet d’e´crire facilement avec les
























En combinant tous les termes, on arrive finalement a` de´terminer le contre-terme de la
fonction d’onde du gluon, dans le sche´ma MS,













4.4.3 Calcul de Z1










l + µ a
−igµε Λµ(p, p′)|boucle + (−igµε) (Z1 − 1) T aijγµ
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- La premie`re boucle (avec 2 fermions internes) est de la meˆme forme qu’en QED sauf
pour les facteurs de couleur. La partie divergente est en relation avec la partie divergente
de la ”self-energie” du fermion et nous avions trouve´ que Z1 = Z2. Cette relation est
vraie en jauge de Landau et ce diagramme n’a donc pas de divergence ultraviolette.
- La seconde boucle a le facteur de couleur
fabc T bil T
c
lj = f
abc(T bT c)ij = f
abc 1
2
[T b, T c]ij ⇒ i < cA
2
> T aij = i <
Nc
2
> T aij (4.87)
Apre`s avoir e´value´ la partie de Lorentz (calcul fastidieux), on peut de´terminer le contre-
terme dans le sche´ma MS et on trouve :












En re´sume´, dans la notation de l’e´q. (4.77), la valeur des contre-termes Z1, Z2, Z3 est























ou` l’on a e´videmment de´fini Cg = c1 − c2 − c32 .
4.4.4 Le couplage mobile αs et de´finition de ΛQCD
Nous sommes maintenant en mesure de calculer la fonction β(αs) de QCD (ou` αs = g
2/4pi
est la ”constante de structure fine” de la Chromodynamique Quantique) ainsi que le












d’ou` le couplage mobile
αs(µ) =
αs(µ0)






Le couplage de´croˆıt donc quand µ croˆıt si 11Nc− 2NF > 0 (nombre de saveurs de quarks
infe´rieur a` 17) : c’est la proprie´te´ de liberte´ asymptotique [24].
On retrouve le re´sultat pour QED si Nc = 0 et NF <
1
2 >= 1 (pour un fermion
sans couleur). Le terme proportionnel a` Nc dans l’e´quation ci-dessus, associe´ aux termes
”non-abe´liens” avec couplage a` trois gluons, est responsable de la proprie´te´ de liberte´
asymptotique (il est positif) tandis que le terme de´pendant de NF , qui vient uniquement
de la boucle fermionique, est ne´gatif comme en QED. On peut se rappeler le signe relatif
entre ces deux types de contributions en se souvenant que les boucles de fermions ont un
facteur (−1) supple´mentaire duˆ a` la statistique de Fermi-Dirac.
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Pour le calcul de αs nous avons conside´re´ le couplage quark-gluon-quark. Nous auri-
ons aussi bien pu choisir le couplage a` trois gluons ou` le couplage fantoˆme-gluon-fantoˆme,
calculer les facteurs Zi correspondants et en de´duire les fonctions β(αs) relatives a` ces
couplages. L’invariance de jauge de QCD implique certaines relations entre les Zi (invari-
ance BRS (Becchi, Rouet, Stora) en QCD) qui sont l’e´quivalent de la relation Z1 = Z2
en QED. Ces relations impliquent que l’on obtient la meˆme fonction β(αs) quelque soit
le couplage e´tudie´.
Comme application on conside`re la diffusion quark-quark‡ et on travaille a` ”l‘approximation
des logarithmes dominants” c’est a` dire que l’on ne´glige les termes d’ordre αs compare´s








L’amplitude de diffusion au carre´, c’est a` dire a` un facteur de proportionalite´ pre`s la

















On choisira une valeur de µ0 arbitraire et on de´terminera alors la valeur nume´rique de
αs(µ0) de fac¸on que la normalisation du membre de droite soit en accord avec le re´sultat
expe´rimental a` une impulsion de transfert quelconque. La chromodynamique quantique
sera alors capable de pre´dire la de´pendance en q2 de la diffusion quark-quark et bien
d’autres choses d’ailleurs.
On aurait pu effectuer la renormalisation a` une autre e´chelle µ1 6= µ0 et obtenir une
e´quation similaire a` celle ci-dessus avec µ0 → µ1. La relation e´q. (4.89) exprime que
la the´orie renormalise´e a` l’e´chelle µ0 et celle renormalise´e a` l’e´chelle µ1 donnent les
meˆmes pre´dictions physiques. Il est clair, par des arguments ge´ne´raux que les pre´dictions
the´oriques ne de´pendent pas du choix du point de renormalisation : en effet, on rappelle
que toute la physique est contenue dans L(ψiB , AµB , gB , ...) et l’e´q. (4.89) exprime juste-
ment l’inde´pendance du couplage nu g
B
par rapport au point de renormalisation (voir l’e´q.
(4.81)). Les sceptiques peuvent ve´rifier explicitement ce re´sultat sur l’exemple ci-dessus.

















Injectant l’e´q. (4.89), avec µ = µ1, dans cette e´quation et ne´gligeant tous les termes en
α2s on retrouve exactement l’e´q. (4.90).
‡La diffusion quark-quark est une ”expe´rience de pense´e” : il faut utiliser le mode`le des partons pour
passer de la diffusion parton-parton a` diffusion hadron-hadron qui est l’observable.
43
Le couple de valeurs (µ, αs(µ)) ne correspond pas a` deux variables inde´pendantes mais
a` une seule puisqu’elles sont contraintes pour pouvoir de´crire la meˆme physique quelque
soit µ. Mathe´matiquement cela s’exprime par le fait que l’on peut introduire une e´chelle
















Λ2 = µ20 exp
(
− 12pi




11Nc − 2NF (4.93)
Λ est la constante fondamentale de QCD que l’on de´termine expe´rimentalement. Sur la
base d’une compilation des donne´es expe´rimentales [35] on trouve :
ΛNF =5
MS
= 210+34−30 MeV (4.94)
ou, de fac¸on e´quivalente,
αs(MZ) = .1182± .0027
dans le sche´ma MS, dans un monde avec 5 saveurs de quarks le´gers.
On peut comparer la situation en QCD avec celle en QED. La constante de structure
fine de QED α = 1/137, 0359895 pourrait paraˆıtre plus fondamentale que celle de QCD
αs(MZ)|
MS
pour laquelle il faut spe´cifier, le sche´ma de renormalisation ainsi qu’une valeur
de l’e´nergie. En fait il n’en n’est rien et la situation est identique dans les deux cas (hormis
la pre´cision des mesures expe´rimentales!). En effet, la valeur de α ci-dessus est donne´e, de
fac¸on traditionnelle dans le sche´ma de renormalisation sur couche de masse (sche´ma ON
de la section 4.3) dans la limite ou` les impulsions → 0. Comme jusqu’a` re´cemment c’e´tait
le seul sche´ma de renormalisation utilise´ en QED on ”oubliait” de le pre´ciser. Dans le
sche´ma MS la valeur de α serait diffe´rente et elle peut eˆtre calcule´e avec les formules de
la section 4.3. La diffe´rence avec QCD re´side dans le fait qu’il n’est pas possible de de´finir
un sche´ma ON en Chromodynamique car les quarks et les gluons e´tant confine´s dans les
hadrons ils ne sont pas sur leur couche de masse. D’autre part, il n’est pas possible de
prendre la limite des impulsions nulles car en the´orie perturbative le couplage n’est alors
plus de´fini puisqu’il tend vers l’infini.
Le concept de liberte´ asymptotique est illustre´ par la fig. 7 ou` l’on voit clairement la
de´croissance du couplage fort en fonction de l’e´chelle de masse.
5 Violations de l’invariance d’e´chelle dans les fonc-
tions de structure
Dans la discussion pre´ce´dente nous n’avons e´tudie´ que les diagrammes en boucles. Nous
avons extrait de ces diagrammes la partie divergente dans l’ultraviolet (∼ 1/ε) et nous
avons vu que, par la renormalisation, on pouvait absorber ces singularite´s et de´finir un
couplage mobile. Par exemple, si on conside`re les diagrammes suivants de la diffusion
qq′ → qq′ a` grande impulsion de transfert [Q = √−q2]
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Figure 7: Compilation des re´sultats expe´rimentaux illustrant la liberte´ asymptotique :
de´croissance du couplage fort avec l’e´chelle d’e´nergie [35].
MB   = = αs AB αs
-q2=Q2
↑
+ + +...Mv    =
leur contribution a` la section efficace est, apre`s renormalisation dans le sche´ma MS, de
la forme :









La contribution BV des diagrammes en boucle n’a plus de singularite´ ultraviolette. A ce
point, cependant, le calcul de la section efficace n’est pas complet, car au meˆme ordre
contribuent aussi les diagrammes ”re´els” correspondant a` la production de quanta sur







MR = + +
k
+...
dont la contribution a` σ est de la forme σR ∼ |MR|2 qui est d’ordre α3
MS
. Ces termes
ne peuvent avoir de divergences ultraviolettes puisque l’e´nergie des partons finals est
limite´e par l’e´nergie initiale finie. En revanche, ils posse`dent des ”divergences coline´aires”
ou ”singularite´s de masse” ainsi que des ”divergences infrarouges”. Ainsi, le premier
diagramme correspondant a` l’e´mission d’un gluon par un quark incident conduit, quand
on inte`gre sur l’espace de phase du gluon, a` un terme dans σR du type
Idiv =
∫
dk d cos θ dϕ















s/2 est l’e´nergie maximale que peut avoir le gluon dans le repe`re du centre de masse.

























































Il apparaˆıt que :
– Le facteur ln s
m2
, re´sulte de l’inte´grale sur cos θ : il diverge quand m→ 0, et la divergence
vient de la configuration ou` le gluon est coline´aire au quark qui e´met ce gluon. On parle
alors de ”singularite´ de masse” ou de ”singularite´ coline´aire” ;




refle`te la divergence infrarouge (IR), c’est-a`-dire la singularite´ de |MR|2
quand le gluon e´mis devient ”mou”. Cette singularite´ est caracte´ristique de l’e´mission de
boson de jauge et il n’y a pas de singularite´ infrarouge associe´e a` l’e´mission de quark
d’impulsion nulle.
Il faut noter que les divergences coline´aires ou IR apparaissent aussi dans le calcul des
boucles. Ne nous inte´ressant alors qu’au comportement dans l’ultraviolet, nous n’avions
pas cherche´ a` les mettre en e´vidence.
En re´sume´, la structure d’un calcul perturbatif aux deux premiers ordres, avant renor-
malisation, est la suivante, dans le cas ou` on introduit ΛUV re´gulateur ultraviolet, λ
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re´gulateur IR, m le re´gulateur coline´aire (F symbolise les fonctions de structure, ⊗ la con-
volution avec les sections partoniques et Q l’e´chelle caracte´ristique du processus e´tudie´),
σB = α






































ou` la premie`re ligne est la section efficace dans l’approximation de Born, c’est a` dire a`
l’ordre le plus bas en α (ici d’ordre p), tandis que les deux lignes suivantes symbolisent
respectivement la contribution des diagrammes virtuels et re´els d’ordre supe´rieur.
On peut prouver que b1 + b
′
1 = b2 + b
′
2 = 0. C’est le the´ore`me de Lee-Kinoshita-
Nauenberg [36] : les divergences infrarouges se compensent entre diagrammes re´els et
















ou` on a effectue´ la renormalisation dans le sche´ma MS et on a choisi Q comme e´chelle
de renormalisation. De fac¸on similaire a` la renormalisation, on peut e´liminer de cette
expression les divergences coline´aires par une rede´finition des fonctions de structure qui














On dit que les fonctions de structure ainsi de´finies violent l’invariance d’e´chelle. Comme





(Q), FDIS(Q), ...) suivant les termes finis que l’on inclut dans la relation
entre F et Fi(Q). Cette proprie´te´, qui consiste a` de´finir Fi(Q) a` partir de F est une
illustration du the´ore`me de factorisation : les divergences de masse sont factorise´es du
sous-processus partonique dur (c’est-a`-dire de la se´rie σ̂ + α
MS
(c + c′) + ...) et associe´es
aux pattes externes modifiant ainsi les distributions des partons dans les hadrons.
5.1 Violations d’invariance d’e´chelle : approximation des loga-
rithmes dominants.
Cet exemple a e´te´ traite´ en de´tail, a` l’approximation de Born (ordre (0)), en sec. 2.1.
On simplifie par rapport a` cette e´tude en ne gardant que le vertex hadronique, c’est-a`-
dire en ne conside´rant que le processus γ∗P → hadrons au lieu de eP → hadrons. La
section hadronique est une superposition de sections efficaces au niveau partonique (voir
e´q. 2.23) :
σ(0)µν (P, q) =
∫
dz q(z) σ̂(0)µν (zP, q) (5.99)
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ou` p = zP est l’impulsion du quark qui absorbe le photon et q(z) la densite´ de quarks













δ(z − x) Wˆµν .(5.100)
La ”section efficace” au niveau hadronique s’e´crit alors simplement (via l’e´q. (5.99))






Wˆµν(xP, q) . (5.101)



































ou` la section efficace partonique est factorise´e hors de l’inte´grale en z§, ce qui permet
















































Dans les e´quations pre´ce´dentes, on n’a garde´ que les termes contenant les ”grands” log-
arithmes ln(Q2/m2) (approximation des ”logaritmes dominants” [LL]). On voit que de
tels termes peuvent naturellement eˆtre absorbe´s dans une rede´finition de la distribution
de quarks dans le proton qui acquiert ainsi une de´pendence en l’e´chelle caracte´ristique
du processus conside´re´, la section partonique dure restant inchange´e. Ce phe´nome`ne est
”naturel” en ce sens que le terme logarithmique refle`te la sensibilite´ de la section efficace a`
la physique a` longue distance [m2 est ”petit”] et il est normal qu’un tel terme soit associe´
a` la patte externe plutoˆt qu’au processus de diffusion dure [c’est-a`-dire a` courte distance].
Il faut cependant noter que si on fait un calcul au dela` de l’approximation des logarithmes
§L’indice R signifie que la fonction ainsi indexe´e est regularise´e au poˆle z = x. Ce point, qui correspond
a` l’e´mission d’un gluon d’impulsion nulle est un point de divergence IR. Cette dernie`re est compense´e par
la contribution des diagrammes virtuels qu’il faut ajouter aux diagrammes re´els pour obtenir la section
efficace comple`te.
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dominants on doit garder les termes ”finis” [ne contenant pas ln(Q2/m2)] et la section
partonique dure sera alors modife´e par des corrections d’ordre αs.



















l’est parfaitement! Dans cette e´quation on a substitue´ q(z) → q(z, Q) dans le mem-
bre de droite ce qui est justifie´ a` l’ordre αs ou` on fait le calcul. La the´orie ne pre´dit
donc pas q(x,Q) mais seulement l’e´volution de la fonction de structure avec l’e´chelle
Q. L’e´quation (5.105) a de nombreux pe`res et elle est maintenant connue sous le nom
d’e´quation d’e´volution de Dokshitser-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi [37].
5.1.1 Solution de l’e´quation d’e´volution par la me´thode des moments.
On peut ramener l’e´quation inte´gro-diffe´rentielle (5.105) a` une e´quation diffe´rentielle or-












Mn(τ) · d(n)qq (5.107)
avec d
(n)


























ou` on a substitue´ a` αs(Q) sa de´pendance explicite en fonction de l’e´chelle (voir e´q. 4.92).










On peut montrer que d
(1)
qq = 0, d
(n)
qq < 0 pour n ≥ 2. Plus n est grand, plus le
poids de la re´gion a` grand x est important dans l’inte´grale (5.106). Donc l’e´volution en
Q de Mn( ) a` grand n refle`te l’e´volution en Q de q(x,Q) a` grand x. L’e´q. (5.109) donne
Mn(τ) ∼ (lnQ2/Λ2)d(n)qq /2pib qui de´croˆıt quand Q croˆıt pour n ≥ 2. D’ou` q(x,Q) de´croˆıt
a` grand x quand Q croˆıt. La de´pendance en Q est lente puisque logarithmique. Les
conse´quences phe´nome´nologiques sont discute´es en sec. 5.1.3.
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5.1.2 Equations d’e´volution couple´es : cas singulet.










indique la collision ”dure” du parton : dans le cas pre´ce´dent ce processus
est simplement l’absorption d’un photon virtuel par le quark. Un hadron contient aussi
des gluons et le quark de saveur i qui participe a` la collision dure peut eˆtre e´mis, a` l’ordre










Ce processus va ajouter un terme a` l’e´quation (5.104) ci-dessus, et il n’est pas e´tonnant
















comme on peut s’en convaincre par le calcul. La fonction G(z) est la densite´ de gluons
dans le hadron et la fonction PqG(z) =
1
2
(z2 + (1− z)2), l’analogue de Pqq(z) = cF 1+z21−z du
cas pre´ce´dent, de´crit la fragmentation du gluon en une paire quark-antiquark. A noter
que cette fonction est inde´pendante de la saveur i puisque le gluon n’est pas sensible a`
la ”saveur” des quarks le´gers. On peut aussi remarquer que ce processus contribue de





(qi(x,Q) + q¯i(x,Q)) (5.111)
qui est la probabilite´ de trouver un q ou un q¯ dans le hadron et, a` l’ordre αs, il vient par






















































qui ge´ne´ralise l’e´q. (5.105).
Jusqu’a` maintenant nous n’avons considere´ que le cas ou` le quark participe directement
a` la sous-collision dure [par exemple absorbtion du photon virtuel] mais on peut imaginer
des processus, purement hadroniques, ou` le gluon peut lui aussi participer a` la diffusion
dure et on a alors a` prendre en compte les diagrammes suivants :
H
G
+ + qi + qi
qui me`nent a` une e´quation d’e´volution pour le gluon similaire a` (5.113). Regroupant tout









































pour chaque saveur i. Les Pij(z), appele´s noyaux d’Altarelli-Parisi, sont pre´dits par la
the´orie.Dans l’approximation des logarithmes dominants on trouve:











> (z2 + (1− z)2)
P
Gq(z) = < CF >



















ou` la prescription ”+” est la notation habituelle pour la re´gularisation de´note´e ”R” des









1− z , (5.117)
h(z) e´tant une fonction test¶
Dans le mode`le des partons na¨ıf on e´tait conduit aux re`gles de somme suivantes∫ 1
0
dx Vi(x) = ni ⇒ nombre de quarks de valence de type i
¶Dans les sections pre´ce´dentes, nous avons introduit, pour des raisons pe´dagogiques, un cut-off m
pour re´gulariser la divergence coline´aire. Une approche moderne consiste a` travailler en re´gularisation
dimensionnelle dans laquelle les singularite´s coline´aires et infrarouges apparaissent comme des poˆles en




dx x (Σ(x) +G(x)) = 1 ⇒ conservation de l’impulsion.
Ces lois de conservation sont inde´pendantes de l’e´chelle Q de la collision dure. Est-ce vrai










dxx(Σ(x,Q) +G(x,Q)) = 0
sont-elles ve´rifie´es? On peut voir que c’est le cas a` cause des re`gles de somme suivantes :∫ 1
0
dz Pqq(z) = 0∫ 1
0





(z) + 2NG PqG(z)] = 0 . (5.118)
5.1.3 Phe´nome´nologie
Expe´rimentalement les violations d’invariance d’e´chelle sont e´tudie´es dans les re´actions de











qui est valable dans l’approximation des logarithmes dominants. La figure 6 montre une
compilation des donne´es re´centes sur la fonction de structure du proton obtenues dans les
collisions ep et µp. Comme pre´vu par la the´orie (voir la discussion apre`s l’e´q. (5.109)), la
violation de l’invariance d’e´chelle a tendance a` faire de´croˆıtre F2(x,Q
2) a` x > 0, 25 quand
Q2 augmente, tandis qu’aux petites valeurs de x la fonction de structure F2(x,Q
2) croˆıt
rapidement avec Q2 pour des valeurs suffisament grandes : l’e´volution en Q2 de´grade
l’e´nergie des partons a` grands x par l’e´mission des gluons a` petits x, ces gluons se
de´sinte´grant a` leur tour en une paire qq¯, etc. Il est convenu d’appeler ce me´canisme
”parton shower” en franglais.
A partir de ces donne´es, et en utilisant aussi d’autres re´actions telles que celles dis-
cute´es dans la section suivante, il est possible d’extraire la distribution des quarks u, d, ...
et du gluon dans le proton. La figure 8 montrent le re´sultat obtenu, dans l’approximation
au dela` des logarithmes dominants, pour deux valeurs de Q2. A grand x on voit la dom-
inance des quarks sur le gluon alors que le gluon domine comple`tement a` petit x. A
Q2 = 10000 GeV2 toutes les distributions tendent a` devenir ”pique´es” aux petites valeurs
de x : en premie`re approximation les distributions de´croissent quand Q2 augmente pour
x grand et croissent aux valeurs de x petites. C’est une conse´quence du me´canisme de
”parton shower” d’apre`s lequel les partons ”rayonnent” en se cassant en deux partons
d’impulsion plus basse. Ceci explique la pre´sence du pic dans la distribution des quarks
a` x = 0, pic duˆ aux quarks matelots produits de de´sinte´gration du gluon.
5.1.4 Conclusions
Dans l’approximation des logarithmes dominants, il n’y a pas de modifications au mode`le
des partons, sauf que les fonctions de structure acquie`rent une de´pendance en l’e´chelle
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Figure 8: Distributions ponde´re´es par x des quarks u, d et du gluon a` Q2 = 10 GeV2
et a` Q2 = 10000 GeV2. Ces graphes peuvent eˆtre obtenus sur le site de Durham HEP
Databases : http://durpdg.dur.ac.uk/hepdata/pdf.html
de masse caracte´ristique du processus conside´re´ : ce sont les violations de l’invariance
d’e´chelle. Cette de´pendance des fonctions de structure en fonction de l’e´chelle de masse
est pre´dite par la the´orie et elle est universelle c’est-a`-dire qu’elle sera la meˆme quelque
soit le processus dur conside´re´ ou` apparaissent ces fonctions de structure.
6 Le mode`le des partons ame´liore´ et applications.
Le mode`le des partons ame´liore´ par les corrections QCD s’applique a` d’autres processus
que le DIS, pourvu qu’ils mettent en jeu des e´chelles de masse ou des impulsions de
transfert importantes. On discute d’abord le cas de la production de paires de leptons
dans les collisions hadroniques, ou me´canisme de Drell-Yan, qui a joue´ un roˆle fondamental
dans la de´couverte des bosons de jauge W et Z au CERN dans les anne´es 80. On
passera ensuite rapidement en revue la production de photons directs a` grande impulsion
transverse et la production de gerbes hadroniques (”jets”) dans les collisions hadroniques.
Ces diffe´rents processus sont utiles pour de´terminer avec pre´cision la distribution des
quarks et des gluons dans les hadrons ainsi que la valeur de Λ, la constante fondamentale
des interactions fortes. Nous ne conside´rerons pas ici la production de saveurs lourdes
pour laquelle le mode`le des partons s’applique aussi ni les re´actions de photoproduction
qui jouent un roˆle tre`s important a` HERA.
6.1 Processus de Drell-Yan
Il est relie´ a` la diffusion profonde´ment ine´lastique par croisement et, dans l’approximation
de Born, le photon virtuel est produit dans l’e´tat final par annihilation d’un quark de l’un
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Le mode`le des partons s’applique quand la masse invariante Q de la paire de leptons
produite est grande car, alors, le photon virtuel de genre temps a un haut pouvoir de
re´solution et il peut ”voir” les constituants des hadrons A et B. Les diagrammes d’ordre
supe´rieur a` l’origine des violations d’invariance d’e´chelle sont :
++
++













ou` les Fi/H sont les fonctions de structure et ou` on doit sommer sur toutes les saveurs de








δ(ŝ−Q2), ŝ = x1x2s
Dans les collisions pp, la section efficace est proportionnelle a` la distribution des antiquarks
dans le proton, ce qui permet donc de mesurer cette dernie`re.
A des e´nergies e´leve´es il est possible de produire les bosons de jauge charge´s W + (resp.
W−) par annihilation d’une paire quark-antiquark ud¯ (resp. du¯) ou le boson neutre Z0
par annihilation uu¯ ou dd¯. C’est par ce me´canisme que les bosons e´lectrofaibles ont e´te´
de´couverts au collisionneur du CERN dans les anne´es 1970 [38], [39]. On espe`re bientoˆt
mettre en e´vidence le fameux boson de Higgs au LHC dans un processus similaire mais
impliquant l’annihilation de deux gluons.
6.2 Production de photons directs a` grands transferts
Le processus conside´re´ ici est la re´action A B → γX, ou` X repre´sente les hadrons produits
non observe´s. Au niveau partonique, il faut calculer la diffusion qq → γg (annihilation)
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et qg → γq ou qg → γq (diffusion de type Compton) qui ont la repre´sentation diagram-
matique suivante,
(a) (b)
On conside`re le cas ou` le photon est produit a` grande impulsion transverse kT . La section















ou` l’on a inclu les corrections QCD a` l’approximation des logarithmes dominants et on a
choisi kT comme e´chelle de factorisation dans les fonctions de structure. Symboliquement,
la section efficace s’e´crit
dσ = q ⊗ q¯ dσqq¯ +G⊗ q dσGq
ou` q, q¯ et G de´notent respectivement la distribution des quarks, antiquarks et gluons dans
les hadrons. Dans le cas de la diffusion pp, q ⊗ q¯  G ⊗ q et le deuxie`me terme domine
comple`tement la section efficace. La re´action pp → γX est donc ide´ale pour mesurer
directement la distribution du gluon dans le proton. Notre discussion de la production de
photons directs est tre`s simplifie´e et nous n’avons parle´ que du me´canisme ou` le photon
participe au processus dur comme indique´ par les diagrammes de Feyman ci-dessus. Il
existe un autre me´canisme ou` le photon est rayonne´ par un quark produit a` grande
impulsion transverse. Ce processus n’est pas important dans les expe´riences de type cible
fixe mais il joue un roˆle pre´dominant aux collisioneurs ou` la valeur de la variable kT/
√
S
est petite. Une compilation re´cente des donne´es expe´rimentales et de leur comparaison
avec la the´orie, au dela` des logarithmes dominants [40], est montre´e en fig. 9. On peut
noter le remarquable accord sur 9 ordres de grandeur, pour des expe´riences couvrant 2
ordres de grandeur en e´nergie (a` l’exception toutefois des donne´es de la collaboration
E706).
6.3 Production de jets dans les collisions hadroniques
Dans l’approximation des logarithmes dominants la gerbe hadronique ou ”jet” est identifie´
a` un parton final (quark ou gluon) produit a` grande impulsion transverse kT . Aucun effet
de fragmentation du parton en hadrons n’est pris en compte. La cine´matique est donc
la meˆme que pour la production d’un photon mais on doit sommer sur tous les types de


















Figure 9: Compilation de la section efficace inclusive de production d’un photon en fonc-
tion de l’e´nergie transverse du photon dans les collisions pp ou pp¯ de
√
s = 22,9 GeV a`
1,96 TeV. Les pre´dictions the´oriques sont calcule´es au-dela` de l’ordre dominant.
La dynamique au niveau partonique est assez complique´e car il y a un grand nombre de
processus en jeu: qq → qq, qq¯ → qq¯, q¯q¯ → q¯q¯, qq¯ → gg, gg → qq¯, gq → gq, gg → gg.
A l’e´nergie des collisioneurs pp¯ actuels les processus dominants sont qq → qq aux valeurs
e´leve´es du kT et gq → gq a` kT plus faible quand les valeurs effectives des xi des partons
dans les hadrons incidents sont petites. Il faut aussi signaler que la section efficace de
production de jets est proportionnelle a` α2s et elle est donc tre`s sensible a` la valeur de Λ.
On compare dans la figure 10 les donne´es sur la production inclusive d’un jet, en fonction
de l’e´nergie transverse du jet, au Tevatron (Fermilab) (
√
s = 1, 96 TeV) [41] avec les
pre´dictions the´oriques dans l’approximation au dela` des logarithmes dominants: l’accord
entre the´orie et expe´rience sur 8 ordres de grandeurs est remarquable.
6.4 Au dela` de l’approximation des logarithmes dominants
Le mode`le des partons ame´liore´ (QCD en LLA) donne une image simple des processus
hadroniques durs. En combinant notre e´tude sur la renormalisation et celle sur la factori-





































corrected to hadron level
 / 2JETT = max PFµ = Rµ
NLO uncertainties
CDF Run II Preliminary
-1
=1.96 TeV   L=385 pbs
Figure 10: Production de jets au Tevatron : comparaison entre les pre´dictions the´oriques
”au dela` des logaritmes dominants” et les donne´es de la collaboration CDF.
ou` Q est l’e´chelle caracte´ristique du processus dur : Q ∼Mγ∗ = Ml+l− pour la production
d’une paire de leptons ou, Q ∼ √k2T , pour les processus a` grande impulsion de transfert kT .
Sa valeur n’est pas de´termine´e pre´cise´ment par la the´orie; on peut prendre, par exemple,
Q = aMγ∗ avec a arbitraire car, dans l’approximation des logarithmes dominants, lnQ ∼
ln aQ. Ceci pose un proble`me si l’on veut faire des pre´dictions quantitatives : en effet,
tout changement d’e´chelle affecte les pre´dictions the´oriques. Ainsi, si on prend aQ comme





Mais on sait que :
– le couplage αs de´croit quand a croˆıt (e´q. 4.89),
– les fonctions de structure Fi/H(x, aQ) varient de fac¸on monotone avec l’e´chelle a` x fixe´
(e´q. 5.114).
Dans l’approximation des logarithmes dominants les pre´dictions the´oriques ne sont donc
pas stables car elles de´pendent de a mais la the´orie ne dit pas quelle valeur de a il faut





ou` µ, M sont des e´chelles de masse du ”meˆme ordre de grandeur” que celles mises en
jeu dans le sous-processus dσˆ. µ est la masse qui intervient lors de l’e´limination des
divergences ultraviolettes et la de´finition du couplage renormalise´ αs(µ), et M est celle
qui intervient lors de la re´gularisation des divergences coline´aires et la rede´finition des
fonctions de structure Fi/H(x) → Fi/H(x,M).
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Si l’on se reporte a` l’e´q. (4.90) on voit qu’une section efficace hadronique typique peut












dσˆ + k(. . .)
))
(6.123)
ou` dσˆ repre´sente la section efficace a` l’ordre le plus bas dont on a extrait la de´pendance
en la constante de couplage αp
MS
et ou` b est de´fini dans l’e´q. (4.93). Par rapport a` l’e´q.
(4.90) on a de´veloppe´ l’expression en puissance de α
MS
ne gardant que les deux premiers
termes. La fonction k(. . .) contient les ”corrections d’ordre supe´rieur” a` l’exclusion des
termes en ln(µ2/− q2) que l’on a explicitement e´crits. Utilisant l’e´q. (4.89) on trouve que





















Il faut bien remarquer que, pour obtenir ce re´sultat, il est crucial de garder le facteur
en ln(µ2/ − q2) du terme d’ordre supe´rieur qui compense la variation en µ du terme
dominant. Ceci est cohe´rent car si on fait un calcul a` l’ordre αp+1
MS
l’ambiguite´ de la
pre´diction the´orique est d’ordre αp+2
MS
.
Le meˆme me´canisme est a` l’œuvre concernant l’e´chelle de factorisation M de telle sorte
que l’ambiguite´ d’un calcul ”au dela` des logarithmes dominants” est d’un ordre supe´rieur
a` celui auquel le calcul est conduit.
En QCD perturbative, les seuls calculs qui peuvent pre´tendre eˆtre quantitatifs sont
donc ceux qui sont faits a` l’approximation ”au dela` des logarithmes dominants”
6.5 Conclusions
Un nombre conside´rable d’observables de´pendent des fonctions de structure des partons
dans les hadrons et de la valeur de Λ. Pour que QCD soit valide´e en tant que the´orie il
faut que les pre´dictions soient en accord avec toutes les observables. Les donne´es devenant
de plus en plus pre´cises et couvrant un domaine cine´matique de plus en plus e´tendu les
tests de QCD deviennent de plus en plus contraignants. Jusqu’a` maintenant la QCD
perturbative a passe´ avec succe`s tous les tests expe´rimentaux.
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